
Matematisk Analys, Fortsättning (F/TM)
TMA976

17 augusti 2023, 8.30-12.30

Examintor: Michael Björklund, 072-858 67 87

OBS: Motivera dina svar väl. Det är i huvudsak beräkningarna och motiveringarna
som ger poäng, inte svaret. Skriv tydligt.

Totalt 50 poäng, fördelade på 6 uppgifter (2 sidor)

Betygsgränser: 3 (20-34 poäng), 4 (35-43 poäng), 5 (44-50 poäng).

1. Lös differentialekvationen

y′′(x)− 3y′(x) + 2y(x) = ex + e2x, y(0) = y′(0) = 0.

Du får använda att
∫ x

0
(t− 1)e−t dt = −xe−x utan bevis. (6p)

2. Lös differentialekvationen

xy′(x) = y(x)2 − 3y(x) + 2, y(1) = 0.

Ange även definitionsmängden för lösningen. (6p)

3. För vilka a existerar gränsvärdet

lim
x→0

sin(sin(x))− tan(x) + a · ln(1 + x3)

sin3(tan(x))(1− cos(x))
?

Beräkna även gränsvärdena för dessa a. Standardutvecklingar för sin, cos och
ln får användas utan bevis, samt att tan(x) = x+ x3/3+ 2x5/15+O(x7) då
x → 0. (10p)

4. Visa olikheten
∞∑
n=0

x2n ≥ − ln(− ln(x))

e ln 2
, for alla x ∈ (e−1, 1).

(10p)

5. För vilka reella x konvergerar potensserien
∞∑
k=2

xk

√
k + k(−1)k

?

Avgör även huruvida konvergensen är absolut eller betingad. (8p)
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6. Beräkna integralen

I5 :=

∫ 1

0

x− 1

lnx
dx.

Ledtråd: För δ > 0, definiera funktionen Jδ : [0,∞) → R enligt

Jδ(y) =

∫ 1

δ

xy − 1

lnx
dx, y ≥ 0.

Vad är derivatan av Jδ? Observera att

Jδ(1) = Jδ(0) +

∫ 1

0

J ′
δ(y) dy och I5 = lim

δ→0+
Jδ(1).

Redogör noga för hur du (rigoröst) beräknar derivatan J ′
δ. (10p)
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