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Examinator: Michael Björklund

OBS: Motivera dina svar väl. Det är i huvudsak beräkningarna och motiveringarna
som ger poäng, inte svaret. Skriv tydligt och redovisa vilka resultat
från kursen som du använder.

Totalt 50 poäng, fördelade på 6 uppgifter (2 sidor)

Betygsgränser: 3 (20-34 poäng), 4 (35-43 poäng), 5 (44-50 poäng).

1. Betrakta initialvärdesproblemet

y′′(x)− (1 + x2)y(x) = x, y(0) = 0, y′(0) = 0.

Bestäm gränsvärdet α := limx→∞ y(x)e
−x2/2.

Ledtråd: Finn två funktioner u och v sådana att

y′′ − (1 + x2)y = (y′ − u(x)y)′︸ ︷︷ ︸
=z′

−v(x) (y′ − u(x)y)︸ ︷︷ ︸
=:z

,

och lös den resulterande differentialekvationen för z. Identiteten∫ ∞
−∞

e−t
2

dt =
√
π.

får användas utan bevis. (8p)
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2. Givet ett reellt tal λ, låt yλ beteckna lösningen till initialvärdesproblemet

x2 y′λ(x) = (x2 + yλ(x)
2)/2, yλ(1) = λ.

a) Bestäm, för varje λ, lösningen yλ, samt det maximala intervall av formen
[1, Tλ] som denna lösning är definierad på. (8p)

b) Beräkna gränsvärdet limx→∞ yλ(x)/x för λ < 1.

Ledtråd: Finn en differentialekvation för zλ = yλ/x. (2p)

3. Beräkna gränsvärdet

I := lim
N→∞

1

N

2N∑
n=N

sin2((n−N)/2N)

Ledtråd: Tillämpa integralkriteriet på en lämplig växande funktion. (10p)

4. Låt ϕ : (−2, 2)→ R beteckna en tre gånger kontinuerligt deriverbar funktion
som uppfyller ϕ(0) = ϕ(1). Bestäm ϕ′(0) så att gränsvärdet

lim
x→0

ϕ(cosx)− ϕ(sinx)
x2

existerar och beräkna detta gränsvärde som en funktion av ϕ′(1) och ϕ′′(0). (8p)

5. Låt n1, n2, . . . vara en strikt växande följd av positiva heltal med följande
egenskaper:

(i) nk udda om och endast om k är udda.
(ii) c := limk→ nk/k > 0.

För vilka reella x konvergerar potensserien

F (x) :=
∞∑
k=1

e−
∑nk

j=1
1
j · xnk ?

Ange för varje sådant x om konvergensen är absolut eller betingad. (8p)

6. Visa att ∫ 1

0

lnx

x− 1
dx =

∞∑
k=1

1

k2
.

Ledtråd: Taylorutvecka ln. (6p)
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