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Examinator: Michael Björklund

OBS: Motivera dina svar väl. Det är i huvudsak beräkningarna och motiveringarna
som ger poäng, inte svaret. Skriv tydligt.

Betygsgränser: 3 (20-34 poäng), 4 (35-43 poäng), 5 (44-50 poäng).

1. Givet ett reellt α, betrakta initialvärdesproblemeet

yα(0) = α och (1 + x2)y′α(x) = y2α(x)− 3yα(x) + 2, x > 0.

Bestäm (om möjligt) α < 1 så att

lim
x→∞

yα(x) = 2.

Om ett sådant α inte existerar skall detta motiveras noggrant. (8p)

2. Betrakta initialvärdesproblemet

y(0) = y′(0) = 0 och y′′(x) + 2y′(x) + y(x) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1
0 x > 1

.

Bestäm y(3) och gränsvärdet limx→∞ y(x). (8p)

3. Bestäm en växande talföljd (bn) sådan att

lim
n→∞

1

bn

n∑
k=2

k ln k = 1.

Talföljden måste anges explicit (inte som en summa eller integral). (8p)

4. Bestäm ett positivt heltal m så att gränsvärdet

Im := lim
x→0

6(arctan(x)− sin(x)) + ln(1 + x3)

xm

existerar och är ändligt och nollskilt. Beräkna även motsvarande (nollskilda)
gränsvärde. (8p)
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5. För vilka reella x konvergerar potensserien
∑∞

k=1 2
−k(xk − x−k)? (3p)

6. Betrakta funktionsföljden (fn) som ges av

fn(x) =
1

n

n∑
k=0

(x+ k

n

)
sin
((x+ k

n

)2)
, för x ∈ [0, 1].

Visa att (fn) konvergerar likformigt på [0, 1] och bestäm gränsfunktionen f .
Ledning: jämför med en lämplig Riemann-summa. (9p)

7. Avgör huruvida gränsvärdet

lim
(x,y)→(0,0)

y 6=0

2 cos(y sin(x))− y2 cos2 x− 2

sin2(y)

existerar eller inte. Om det existerar, så skall även dess värde beräknas. (6p)
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