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Tentamen i TMA976 Matematisk analys, fortsédttning F
TMA975 Reell matematisk analys F, del A 2006-12-18
Betygsgréanser: 3=24p, 4=36p, 5=48p.

1. Bestdm Maclaurinpolynomet av grad 3 for funktionen f(z) = In/x + cosz.
Vad ar f"(0)?

2. Los differentialekvationen
2y = y(lny — Inz),
dér z > 0 och y > 0.

3. Los differensekvationen

Tpg3 + 3Tpqo + 3Tpy1 + T, = 2",

4. Bestdm gransvardet

5. Konvergerar serien

111 111
—t = —=t+ =+ —=——=+.,

Viov2 V3 VA V5 Ve

dér var tredje term har minustecken?

6. Bestam
/e

, 3 ntan X2
lim — " dx.
n—+o0 Jq x(l + l’)

7. Formulera satsen om losningarna till en homogen linjar differentialekvation av
ordning 2 med konstanta koefficienter.

8. Formulera och bevisa Weierstrass majorantsats.
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Losningar till tentamen i
TMA976 Matematisk analys, fortsattning F
2006-12-18

1. Vi Maclaurinutvecklar cosinusfunktionen och darefter funk-
tionen In(1 4 x) och far

flz) = Lin (x+1—%2+0(x4)>

2

1 2?1 zr, 1,

= (-2 —Z(xz—= - O(x*

2(:1: 5 2(:1: 2)+3x+ (x))
v x?  ba?

_ Tz ox 4
=5 2+12+O(5L’).

Enligt entydighetssatsen ar det sokta Maclaurinpolynomet
darfor

r 2> 518

2 2 12
Sista termen hir dr f”/(0)z3/3! och man far

5

£0) = .

Man kan forstas ocksa derivera funktionen tre ganger och
satta © = 0 1 derivatorna, men det ger langre rakningar.

2. Man kan skriva ekvationen som
= g,
A

Y

och dérfor satter vi z = y/x. Observera att z, y och z alla
ar positiva. Man far ' = z 4+ 2’ och ekvationen Overgér i
z+xz' = zIn z eller



forutsatt att z # e. Denna ekvation &r separabel och kan
skrivas

1
In|lnz—1|) ==
(1nInz— 1))’ =
med losningar givna av
In|lnz—-1=A+1Inx,

dvs.

Inz— 1| = ez,

dar A ar en konstant. Detta kan skrivas
Inz —1=4+Bx.

med B = e? > 0, eller

y = pe 0T,
dar konstanten C' nu kan vara positiv eller negativ. For dessa
16sningar blir z aldrig e da x > 0. Man ser att ocksa z = e for
alla x > 0 ger en 16sning y = ex till den givna ekvationen,
som motsvarar C' = 0 i uttrycket ovan. Den fullstindiga
I6sningen ar darfor y = xe! 6%, dir C ar en godtycklig reell
konstant.

En annan metod &r att sitta z = Iny, vilket ger en linjar,
16sbar ekvation i z = z(z).

. Den homogena ekvationen
Tp43 + 31'71—!—2 + sxn-i-l +2, =0

har den karakteristiska ekvationen 73 +3r2+3r+1 = 0, med
trippelrot r = —1. Déarfor ar dess losningar

T, = (an® +bn + c)(—1)"



med godtyckliga konstanter a, b, c. I den givna inhomogena
ekvationen &dr hogerledet 2. Eftersom 2 inte ar rot till den
karakteristiska ekvationen, kan vi hitta en partikularlosning
genom att ansitta x, = ¢2" med en konstant ¢. Inséttning
ger att ¢ maste vara 1/27. Den allménna losningen till den
givna ekvationen ar darfor

z, = (an® +bn + ¢)(—1)" + 2"/27.

. Med Stirlings formel far man

1
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dir ¢, — 0 da n — oo. I det sista uttrycket har ar det
klart att den andra och den sista faktorn bada gar mot 1 da
n — o0o. Detsamma giller den tredje faktorn, eftersom den
kan skrivas

Y

_n

20—v/)
(nl/") — 1, n— .

1

Den nést sista faktorn gar mot e'. Den fjarde faktorn

skriver vi
n Vv Vvnlnn

nn—vn = nn2nh-vn) = ne2n—vn)

och observerar att exponenten for e hér gar mot 0, sa att
e-potensen gar mot 1.

Sammanfattningsvis aterstar det nu att undersoka grénsvirdet

av
1 -1

—n_\/ﬁne :
1

som dr e~ !. Det sokta gransvirdet dr alltsi e~ !



5. Dela in termerna i grupper om 3. Den k:te gruppen blir da

1 1 1
- -
V3E—2 VBk—1 3k

Eftersom de tva sista termerna hér har positiv summa, &r
detta uttryck storre dn

1
V3k —2

Det innebar att summan av de forsta 3m termerna av den
givna serien ar storre an

m
>
— V3k —2
Men denna summa divergerar mot +o0o da m — oo, eftersom
termerna ar storre an

111
V3E VBVE
= 1
2t

divergerar. Slutsatsen blir att den givna seriens partialsum-
mor inte kan konvergera, sa serien dr divergent.

och man vet att

6. Eftersom tant/t — 1 da t — 0, far man \%tan‘g

da n — oo for x > 0. Integranden i det givna uttrycket
konvergerar déarfor punktvis mot

1
Vil + )

— 1



da n — oo, for x > 0. Vi skall se att den givna integralen
konvergerar mot integralen av detta uttryck, tagen mellan 0
och 3. Konvergensen kan visas vara likformig, men det ar
enklare att anvinda satsen om dominerad konvergens. For
0 < z < 3 och stora virden pa n blir \/x/n litet, och for
sma t > 0 ar tant < 2t eftersom derivatan av tant i 0 ar 1.
Dartor kan vi dominera integranden enligt

ntan(y/x/n) 2
r(l+z) |~ Vo(l+z)

for stora n. Integralen av hogerledet 6ver (0, 3) existerar,

dx < 00,

[

o Vz(l+z)
och satsen om dominerad konvergens ger att den givna inte-
gralen konvergerar mot

/fmd%

For att berikna denna integral sitter vi v/z = s, sd att
integralen transformeras till

V34 9
2/ 95 = 2arctan\/§ = —W.
0 1"—52 3

Det sokta gransvardet ar alltsa %“

Man kan ocksé borja med substitutionen y/z = s och sedan
tillampa likformig konvergens.

7 och 8. Se kurslitteraturen. I uppgift 7 giller det forstas bara
att formulera den angivna satsen, inte att bevisa den.



