Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A den 20/8 2004, kl. 8.45-12.45.

Hjdlpmedel: Formelblad pa baksidan, ej radknedosa.
Telefon: Erik Broman, tel. 073-977 92 68.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Los differensekvationen 4, o + 2yni1 + 4y, = n? + 1. (8p)
2. Los differentialekvationen (z? 4 1)y’ 4+ z(y? + 2y) = 0. (7p)
3. Konvergerar eller divergerar
o0 o0
In(n? + 2) — In(n? + 1)]v/n b nn 8
a) Yln(n? +2) - In(n? + V]V, ) X T (8p)
n=1 n=1
4. Berikna grinsvardet
lim (e“2 - (3””2)\/14——:52 —z2(e® + e ) (8p)
20 2In(1 + z*) — In(1 + 2z*) ' P
5. Berdkna summan
S 3—2n
-1)" . 7
n;( S e DEn T2 (7p)
6. Undersok funktionsfoljden f,(z) = n’fxe% m.a.p. punktvis resp. likformig konvergens da
n — oo for z € [0,1]. Berikna lim,_, fol fn(z) dz. (7p)
7. Formulera och bevisa Maclaurins formel med Lagranges restterm. (7p)

8. Formulera och bevisa losningsformeln fér en linjir homogen differentialekvation av ordning

tva.

KH

(8p)



Formelblad

Trigonometriska formler

. . . . 92 1 —cos2z
sin(z + y) = sinz cosy + cos z siny sin’ = ————
. . 9 14 cos2z
cos(z +y) = cosz cosy — sinzsiny CoOs" T =~
tanz + tan
tan(z +y) = L

1 —tanztany

Nagra integraler (integrationskonstanter dr utelamnade)

| 1 < 1 1 z—+/a
/a:2+a T ﬁarcanﬁ,a> /x2—a z 2a nx+\/(3 , G >
/ L 4 in-—, a>0 / L gr—1 ‘ +Va + >0
————dz =arcsin—, a>0. ———dr=In|z z24+al, a>0.
va —z2 Va V2 +a

/\/$2+ad$: (mx/a?—l—a—{—aln‘x—{— \/ac2+a‘)

1
2

Malaurinutvecklingar

2 n In+1

e“=1+x+%+---+%+me”$

In(l+z) =1 — %2 Fot (—1)"*1§ + (—1)”(571:11) : 1+19x

(1+2)* = 1+am+wx2+---+ (Z)x"+ (nil)znﬂ-m
sinx =z — %3 +- 4+ (- )"1% + (—1)”%0080%‘

cosz=1-— %2 +- (—1)”;:;, + (—l)n_H%COSQSC

Stirlings formel

n! = (g)n-v27rn-(1+en), dir e, =0 dan— oc.



Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del A, fér F1 den 20/8 2004

1. L3S Yni2 + 2Unt1 + 4yn = n? + 1. Karakteristiska ekvationen &r r2 + 2r +4 = 0 med 16sning r = —1 +
V1 —4 = —14i/3 = 2eF27/3, Allm#inna 1sningen till homogena ekvationen #ir y( ) = = 2"(C cos 2”7" +

(p)

Cs sin 27r") Ansitt en partikuldrldsning y,i’ = an® + bn + c till den givna ekvationen. Inséttning ger

a(n+2)% +b(n +2) + c+ 2a(n +1)* + 2b(n + 1) + 2¢ + 4an® + 4bn + 4c
= Tan® + (8a + Tb)n + 6a + 4b + Tc = n® + 1.

D& fas ekvationerna 7a = 1, 8a + 7b = 0, 6a + 4b + 7c¢ = 1 med 16sning a = %, b= 49, c= 33493.
Ekvationens allménna l6sning ar y, = yéh) + y,(lp ) =2"(C} cos %T" + Cysin 27r”) + %n 49n + 3 43

2. Los (22 +1)y' + z(y® +2y) = 0. Ekvat1onen kan skrivas 2+2y = “”2‘_1:'1, om y #0och y # —2, och &r
alltsd separabel Losningen ges av [ —2— sy = i Vihar [ 2% 1 = st y(y+2) =[Gy-3)dy =
éln|y| 5 ln|y +2| = éln|y';z|, och z’g‘fl = %ln(x + 1), varfor 1n|y;2| = ln(x +1)+C =

In[e€1 (2% + 1)], och |%2| = e%1(2? + 1), yyﬁ =1+ % = +e% (2?2 +1) = C(z® + 1), dir C &r en
godtycklig konstant, C' # 0. Alltsa ar % =C@?*+1) -1,y = C(zQil)A zcﬁicfl' Vi kan hir
dven tillata C' = 0, vilket ger 16sningen y = —2. Dessutom dr y = 0 en 16sning, som inte fas for nagon
konstant C. For C < 0 och C' > 1 existerar 16sningen for alla . For 0 < C' < 1 existerar den pa

intervall dar z # £+

3. a) Vi har serien ) 7 | a,, dir a,, = [In(n® + 2) — In(n? + 1)]\/7_1 = /nln Zzif Valn(l+ 5hy) =
\/ﬁ[_n21+1 + 0(n1_4)] Jimfér med b,, = nslﬁ Da dr §= = n2+1 + O( ) = 1>0,da n — co. Eftersom
32 . by dr konvergent, s& &r ocksd > | a, konvergent.

b) Vi har serien Y77 | a,, dir a, = ’(L;"), . Det giller att

anyr  (n+ D +1)2""23n)!  (n4+1)(n+1)*(n+1)*"
a, (3n + 3)Inln2n T (3n+1)(3n +2)(3n + 3)n2n
(1+;)?

1 1
=Tl 142y 2 <1 dan— oo
3(3+%)(3+%)( T noee

Enligt kvotkriteriet dr da ). | an konvergent.

4. Anvind Maclaurinutveckling. Se pa ndmnaren forst. In(1 +¢) = ¢ — 1¢2 + O(¢*) da t — 0, varfor
1 1
2In(1 + z*) —In(1 + 22*) = 2[2* - 5378 + O(z'?)] = [22* — 54@“8 + 0(z'?)] = 2® + O(2"?).
Utveckla téljaren t.o.m. 28-termer. Utvecklingarna e! = 14+t+ 3%+ 83+ - t* + oot + 50+ 5617 +

O(t%) och VI Tt =(1+8)1/2 =1+ Lt 420224 2090 2)t3+0(t4)—1+ Li— L4 134 0(th)
dat— 0 ger

(€ — e )/1T 22 —22(e" +e~7) = [222 +:1)’w +0( Ol + 502 —éw +11—6w +0(a%)]

—z2 i L 8\ — 10
22 + 2? +12a: +360$ +0(z%)] = m +O0(z") ddz — 0.

Alltsa giller att

(ef”2 — e*””2)\/1-l-—372 -z (e +e ") 13 2% + O(z! ) 13 + 0O(z?)
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5. Studera funktionen f(z) = > 77 ((—1)" =2

42
2n+1)(2n+2) "
serien &r Y >° (—1)"z®", som har konvergensradien 1, s& har serien for f(z) ocksd konvergensradien

1, och det giller att f"(z) = Y02 (=)™ = Y02 ((—2?)" = 3z for |z| < 1. Alltsa dr f'(z) =

Ef;o(—l)"gj:; = arctanz + C1, och d& f'(0) = 0, ar C; = 0. Ytterligare en integrering ger
z) = [arctanz dr = rarctanz — [ 215 dv = xarctanz — 1 In(1 4+ 22) + Cs. Eftersom f(0) = 0, &r
14z 2

C, = 0. Den sékta summan &r 9f(5) = 9[1 arctan } — L In(1 + ;)] = 3arctan } — 5 In *D.

Eftersom den formellt tvi ganger deriverade

. For fixt z € [0,1] géller att f,(z) = " ente — ze® da n — oo. Undersdk |f,(z) — ze*|. Man kan

n+x

t.ex. utnyttja att f,(z) = g(;2%) for funktionen g(t) = tet. D4 ar |f,(z) — ze®| = l9(;2%) — 9(z)| =
| — 2)g'(§)| for nagot £ (beroende pa n och z) mellan ;%% och z, speciellt mellan 0 och 1. Nu &r
e =T = —nzfmoch g'(t) = (t+1)et. Alltsa ér (fsr 0 <z <lochn > 1)
|frn(z) — ze®| = 2 (€ +1)ef < l2e—>0dz"1n—)c>o
" T n+ax ~n )

Alltsa konvergerar f,(z) likformigt mot ze® pa [0,1] d& n — oo. P.g.a. den likformiga konvergensen
géller att

1 1 1 1
lim fo(z)dz = / lim fp(z)dz = / ze” dr = [ze®]§ — / edr=e—(e—1)=1




