Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del A den 13/12 2003, k1. 14.15-18.15.

Hjdlpmedel: Formelblad pa baksidan, ej raknedosa.

Telefon: Axel Malqvist, tel. 0740-459022.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

Uppgift 4 skall ej rdknas av studenter i F1 eller studenter som har gjort MATLAB-
tentan 2003-12-06.

1. Los differensekvationen
Ynt2 + 2Yni1 + Y = 1’ (7p)

2. Undersok om foljande gransvarden existerar. Berdkna dem i s3 fall.

In(1 + 22) — sin2 : 2
a) lim n(l +27) zln x’ b) su;(i) (4p per del)
=0 1 —cos(z?) (z,9)—(0,0) Y% + T3
3. Los differentialekvationen
y" +y" + 4y +4y = z + cos’ z. (8p)

4. (Denna uppgift riknas endast av studenter i hogre &rskurs som inte har gjort MATLAB-tentan
2003-12-06.)

Visa att funktionen f(z) = Zz"zo(—l)km (%)%Jr2 ar en losning till differentialekvationen
2?y" + zy' + (22 — 4)y = 0 . For vilka z giller 16sningen? (8p)
5. For vilka reella z konvergerar serien
o0 1 n2
Z (cos —) " ? (7p)
n
n=1
6. Studera funktionen f(z) = 3.0 (z +n)2e~ (=M.
a) Visa att serien konvergerar likformigt pa [0, 1].
b) Beriikna fol f(z)dz. (7p)
7. Formulera och bevisa satsen om Maclaurinutvecklingens entydighet. (7p)
8. Formulera och bevisa jamforelsekriteriet for positiva serier. (8p)

KH



Formelblad

Trigonometriska formler

. . . . 92 1 —cos2z
sin(z + y) = sinz cosy + cos z siny sin’ = ————
. . 9 14 cos2z
cos(z +y) = cosz cosy — sinzsiny COs" T =~
tanz + tan
tan(z +y) = Y

1 —tanztany

Nagra integraler (integrationskonstanter dr utelamnade)

| 1 z 1 | z—+/a
/a:2+a T ﬁarcanﬁ,a> /x2—a z 2a nx+\/(3 , @G>
/ L 4 in-—, a>0 / L g —1 ‘ + V2 + >0
————dz =arcsin—, a>0. ———dr=In|z z24+al, a>0.
va —z2 Vva V2 +a

/\/$2+ad$: (mx/a?—l—a—{—aln‘x—{— \/ac2+a‘)

1
2

Malaurinutvecklingar

2 n In+1

e“=1+x+%+---+%+me”$

In(l+z) =1 — %2 Foot (—1)"*1§ + (—1)”(571:11) : 1+19x

(1+2)* = 1+am+wx2+---+ (Z)x"+ (nil)znﬂ-m
sinx =z — %3 +- 4+ (- )"1% + (—1)”%0080%‘

cost=1-— %2 +- (—1)”;:;, + (—l)n_H%COSQSC

Stirlings formel

n! = (g)n-v27rn-(1+en), dir e, =0 dan— oc.



Losning till tentamen i Reell matematisk analys F, del A den 13/12 2003

1. Karakteristiska ekvationen &r 72 + 2r + 1 = 0 med losning r1» = —1. Dirfor ir homogenldsningen
y,(zh) = (C1 + C2n)(—1)". Eftersom 1 inte &r en karakteristisk rot, ansétts en partikulirlésning y(’J ) =

an? + bn + c. Insittning ger

yﬁfi)_Q + 2y§21 P =an+22+b(n+2)+c+2an+1)2+bn+1)+c+an®+bn+c
= 4an?® + (8a + 4b)n + 6a + 4b + 4c = n>.

Alltsé skall viha4a=1,8a+4b=0,6a+4b+4c=0, dvs. a = %, b= —%, c= %. Allminna 16sningen
ar yn =y + i =(C1+ Con)(=1)" + In® = In+ L.

2. a)

In(1+2?) —sin’z 2> — 32 + 0(2®) — [z — §2° + O(=°)]*  2® — 2" —a® + 2" + O(2f)
1 — cos(z?) N 1—[1-12*+0(28)] B 1zt + O(a8)

_ —éw“ + O(x®) . —é + O(z?)

i+ 0(8) L +0(Y)

1

b) Om f(z,y) = sin(zy”) (definierad for = # 0), & f(z,0) = 0 for alla z # 0, medan f(z,z) = sin(z?)

zy2+as 23
som gar mot = da x — 0. Alltsi saknas grinsvirde da (z,y) — (0,0).
2

3. 1. Karakteristiska ekvationen &r r® +r2 +4r +4 = r%(r + 1) +4(r +1) = (r + 1)(v? + 4) = 0 med
16sningar 7 = —1, 79,3 = +2i. Homogenldsningen &r y, = Cie™* 4+ Cs cos 2z + Cs sin 2.
2. Hogerledet ér z+cos? £ = x+1+1 cos2z. S6k forst en partikulérlosning till y"' +y" +4y'+4y = z+1.
Ansatt yp 1 = az + b. Inséttning ger

1
4a+4(a:c+b):4aw+4a+4b:x+§,

varav 4a=1,4a+4b= %, dvs. a=}, b= —%,och yp1 = £ — L.
Sék sedan en partikuldrldsning y,» till ¥ + y" + 4y’ + 4y = 3 cos2z. Om u,, ir en partikulérldsning

till w” + u” + 4u’ + 4u = $e*, &r y, » = Reuyp. Skriv u = ze**® och anviind forskjutningsregeln:
u" 4+ u" + 4u' 4 4u = (D 4 1)(D? + 4)[2€*®] = e**(D + 2i + 1)((D + 2i)? + 4)[2]

) . 1 ..
= ¥ (D + 2i 4+ 1)(D? + 4iD)[2] = €**(D? + (6i + 1)D* + (=8 + 4i)D)[2] = §e2zz.

Alltséa &r 2z l('jsning till 2" + (6i + 1)z" 4+ (—8 + 4i)z’ = 1, och vi ansétter z, = cz. Insittning ger
(-8 +4i)c = L, ¢ = m = 22 = —5(2+1), & att up = —Z(2419)e*™, y,o = Reu, =
— 15 Re[(2 + z)(cos 2z + isin 22)] = — (2 cos 2z — sin 2z).

3. Allménna l6sningen till den givna ekvationen &r

1
y = Cr1e™* + Cy cos 2z + Csz sin 2z + rT_Z_

2 2x — 2
178 40( cos 2z — sin 2z)

4 (@) = D50 (1) preey (2) 77

2f"(.’L‘)+.’L‘f’(.’L‘)+(.’L‘2 _ ) (27) Z( )k (Zkk_:"—(i)_(f:)_'_ 1) 2k+2+2( 1)kk'2:iz) (2)2k+2
k=0

o0

— 1 2 2 2k+2
O ™ Z(_ k'k+2)()k+



Se pa koefficienten for (2)%+2. For k=0 &r den 2L + & — ;& = 0. For k > 1 fas

(2k +2)(2k + 1) 2k + 2 . 4 4

Theryr POV e OV ey OV Eg o
R 2@k 1) + 2k +2 - dk(k+2) — 4
=) k(% + 2)!

(-1

=0.

Alltsa satisfierar f(z) differentialekvationen z2y" + zy' + (2 — 4)y = 0.

n
. Studera potensserien Y 7 (cos %) =Y anam.

1 n? 2 1 2 1 1 2r 1 1 1 1
an = (cos _) =t ey — o Inll=5 O] = o 5z O] = 3 H0(5y)

Van| = e t00E) 51 dan — oo

Alltsa dr konvergensradien 1. For z = +1 fas serien ) ., (—1)"a,, och enligt ovan gar allménna
termens absolutbelopp inte mot 0 d& n — co (utan mot e*%); serien divergerar. Den givna serien &r
alltsd konvergent precis da —1 < z < 1.

S f@) =0 o(@+n)?em@F. a) For 0 < o < 1 4r (x4 n)%e~ @+ < (n+1)2e7" < & for nagon
konstant C' (eftersom n?(n+1)%e~" — 0 dan — 00). Eftersom ;> | & &r konvergent, ger Weierstrass’
majorantsats att Y oo (2 +n)2e” (#+7) ir likformigt konvergent pa [0, 1].

b) P& grund av den likformiga konvergensen géller att

o0 n+1
Z/ t2e~t dt

n=0Y"M

1 e 1
/ f(z)dz = Z/ (x+n)2e Tt dy = [z +n=1t]=
0 70’0
= / tletdt = [-t?e7H° +/ 2te~t dt = [—2te 1P +/ 2e~tdt
0 0 0

=[-2¢7YF =[2]




