TMA970

Matematik Chalmers

Tentamensskrivning i Inledande matematisk analys F/TM

Datum: 2025-08-29, kl. 14.00 — 18.00.

Hjélpmedel: Inga, ej heller rdknedosa.

Telefonvakt: Anna Karlsson, 0721-575850.

Betygsgranser: 20-29p ger betyget 3, 30-39p ger betyget 4, 40p+ ger betyget 5.
Beridkningar ska motiveras och redovisas utforligt och fullstdndigt.

1. Avgdr om pastaendena #r sanna eller falska. Ge endast svar, dvs. sant/falskt.

(a) Om mlbrglo f(z) = const, sa géller mlbrglo f'(z) =0.
b) Om wli}ngo f'(z) = 0, sa giller mh_)n;o f(x) = const.
c) f

d) f(z) = |x|*> — 1 &r deriverbar i R.

e) f
f) lim g1 # 1.

z—1t

(x) = x + cosz &r injektiv.
(x) = arccos(cos x) har definitionsméngden [0, 7].

(
(
(
(
(
(

Varje rétt svar ger 1p, varje fel svar ger —1p, inget svar ger Op, och
hela uppgiften ger minst Op.)

[\

(a) lim In(1 + sin® z)

z—0 1 —coszx —00

3. Bestdm a sa att kurvan y = cosht, t € [—a,a] har lingden 4 lingdenheter.

32 — 10
x2 4+ 223/2 4+ 5’

4. (a) Bestdm en primitiv funktion till

us

2
(b) Berikna / 3| sin z| dz.
—3
r(r —2)?
z—1
(lokala) extrempunkter, inflexionspunkter samt konvexitet/konkavitet.

5. Rita grafen till funktionen g(x) = . Ange asymptoter,

(@)

. Givet att f: R — R #r kontinuerlig i [1,00), visa att om
o i} - . [ f(2)
f(x)dz &r konvergent, sa ar ocksa ——~dx konvergent.
1 1 T

Ge dven ett exempel som visar att omvéndningen inte géller.

7. (a) Ge definitionen av att f(x) — oo da x — oo.
x
(b) Bevisa att a—@—)oodéa:%oo, for a > 1 och a > 0.
x

8. Formulera och bevisa integralkalkylens medelvérdessats.

. Bestédm gransvérdena (1I'Hospitals regel och Taylorutvecklingar far ej anvindas)

(3p) (b) lim (\/xﬁ — a3 +a —\ab — 223 + x) (3p)

(6p)

(6p)

(3p)

(3p)

(6p)

(6p)

(2p)
(6p)

(6p)

Lycka till!
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Uppgift 1

Svar: (a) Falskt. (b) Falskt. (c) Sant. (d) Sant.  (e) Falskt.  (f) Sant.

Uppgift 2

Losning:

(a) In(1+sin*z)  In(l+sin’z)  In(l+sin’z)sin®z 22

1—coszx 2sin2% N sin? x 2 2sin2§
. . 2 2
In(1 + sin? z sinz z/2 3
sin® x x sin 5
—1
—1 —1

eftersom sin z &r kontinuerlig, med lir% sinz = 0.
T—r

6 _ .3 (6 _ 9.3
(b)  lim (\/376_553+$—\/336—2m3+a:): lim .~ +z — (2% — 22% + )

T—=—00 v=—00 /26 — 3 + & + V26 — 223 + 1z
3 1 1 1
"H‘°°~‘x|,\/1—m%+x%+\/1—fs+;{5 +
——1

o1 " . .

eftersom lim — =0, och /7 dr kontinuerlig.
T——00 I
1

Svar: (a) 2. (b) —3
Uppgift 3
Losning:

L= /a v/ (t)|dt .

—a

r(t) = (t,cosht) = r'(t)=(L,sinht) = ['(t)] =V 1+sinh>t= Vcosh®t = cosht

= L= / coshtdt = [jimn integrand] = 2/ coshtdt =2 {sinh t}
0

—a

= 2sinha — 0 = 2sinha

0

> L=4 & e—ecv=4 ) _1-4 o (e"—2°%=5 & e=2+5
VE>2,e7>0 = e=24+V5 < a=mh2+V5).

Svar: a = In(2 + V/5).

Uppgift 4
Losning:
3/2 _ _ 3 _
(@) / x w . _[t=va _ / 2(1° -10) .
22 + 223/2 ¥ Bz 2tdt = dx t(t2 + 2t +5)
3 _ 1 2 2
PBUD: 2(t 0 _ _4t+10t+20:2_4t +106+20 é+ Bt+C
t(t2 + 2t +5) t(t2 + 2t +5) t((t+1)2+4) t o (t+1)2+4

& 42410t +20 = A(t2 + 2t +5) + (Bt + CO)t
' 20=54 & A=4
th: 10=244+C & C=10-24=2
2 4=A+B & B=4-A=0
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2(#* — 10) _/ / / 2/4 B t+1
= / TS 2dt —dt &) dt—2t 41n |t| — arctan 5 +C

[t = V] =2v& 21z — arctan <ﬁ;1) +C

(b) / 3 sinz de 2 —e3* cos +3 / e cosada 2 3% (— cos x+3sinz)—9 / e sin - dx

. 1
& /e‘hsinxda::Ee?’z(fcostrZisinx)JrC
0

z
= / 3”\s1nx\dx—/ e3$sinxdx—/ 3 sinx dx
z 0 —1
2

2

1 1 0 .1 . 1
= e?’w(cosx+3smx)] {we3z(cosx+38m:ﬂ)} ZEG%JF,,EG*% 5<3smh3+1>

10 . . 100 510
2
1 1 3
Svar: (a) 2y/z — 2Inz — arctan <\/52+> (b) = (3 sinh g + 1) .
Uppgift 5
Losning:
x(x—2)% 2% —42? +4x 5
o) = 202 AN s L pmm\ ()
x = 1 &r en lodrét asymptot, och asymptoter saknas da x — 400, ty
1 oA dd x — 17
g(z) = 2? —3x+1—|—71 S
IR N —oo da z— 1"
oo da r— oo
g(x) [
P w3+ -+ 5 <
N (z — ) —oc0 da x — —o0
—0
'(x)*Qx—3—$ D, =D
gl = o D=
:(2x73)(x272x+1)71:2x377x2+8w—4:2(1:—2)(1:2—%35—1—1)
(z—1)? (z—1)? (z —1)?
2((1«_%)24_%) g(x)y>0 daz>2
=(zx—2) 2 g (x)=0 dax=2
(@—1) gd(x)<0 dazx<2
>0

Kritiska punkter ges av ¢’(z) = 0, dvs. z = 2. Det dr den enda méjliga extrempunkten (dndpunkter
samt inre punkter dir g ej dr deriverbar saknas). g dr kontinuerlig, sa teckenstudien av ¢'(z) ger
att © = 2 dr en minimipunkt. g(2) = 0.

2
/!
9@ =2+ Dor=Dy
~ 2(2® —32% +32)  2x(2? — 3z +3)
G N CE VR

"(z) >0 daz e (—o00,0)U(1,00)

1 3\? 3 g °
>o0daz >0 (i_,_)/ g//(.T) <0 daze (0, 1)
<0diw <0

>0daxz > 1
Zodaz <1 >0
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g"" vixlar tecken i x = 0 = x = 0 &r en inflexionspunkt.
(Med fordel sammanstélls dven resultaten ovan i en teckentabell. Notera att g(x) = 0da x € {0,2}.)
Svar: & = 1 #r asymptot. g(z) har en lokal minimipunkt i £ = 2, och inflexionspunkt i x = 0.

g(x) dr konvex pa (—oo,0) respektive (1,00), och konkav pa (0,1). Grafen skissas till nagot lik-
nande

y=g[x]

Figure 1: Den skissade grafen till uppgift 5. Dy =R\ {1}.

Uppgift 6
Losning:
0<(a—b)?=a*>—2ab+1V*, Va,becR

2 2
& ab§a+b
2
fl@)| _ ) 1
< | —L ) < " — R .
N o_‘ D LD veer\(0)

(o] 1 o0
/ —pdx dr konvergent omm p > 1, sa om / f2(z)dx &r konvergent giller att
1

x 1
11 ., 1 /1 < /2 (x) 1 .
= f + = —dx = +— ki
5 /1 (x)dx 3 /1 = dx /1 ( 5 dx ar konvergent,

222

och via olikheten ger jamforelsesatsen att

[

Dvs. den efterfragade integralen dr absolutkonvergent, och en foljdsats till jamforelsesatsen ger att

dx ar konvergent.

/ ﬁdx ar konvergent.
1 :,L.
Omvindningen kan inte gélla, ty for t.ex. f(z) = 2™, a € (0,1/2] géller att

e8] <1
/ f(z) dr — / —dz, p=l4+a>1 ir konvergent
1T T

men

(o) o0 1
/ f2(x)dx = / —dr, p=2a<1 ar divergent.
1 1 2P



