TMA970

Matematik Chalmers

Tentamensskrivning i Inledande matematisk analys F/TM

Datum: 2025-01-09, k1. 8.30 — 12.30.

Hjélpmedel: Inga, ej heller raknedosa.

Telefonvakt: Anna Karlsson, 0721-575850.

Betygsgranser: 20-29p ger betyget 3, 30-39p ger betyget 4, 40p+ ger betyget 5.
Berédkningar ska motiveras och redovisas utforligt och fullstéindigt.

1. Avgor om integralerna nedan konvergerar eller divergerar. Ge endast
svar, dvs. konvergent/divergent.

©z—1 To—1 > z+1
(a)/e o dx (b)/o o dx (c)/2 NCEDIES) dx

Avgoér om pastaendena dr sanna eller falska. Ge endast svar, dvs. sant/falskt.

(d) Om en funktion &r injektiv, sa dr den stringt monoton.
(e) Om en funktion &r strangt monoton, sa saknar den ett storsta vérde.

(f) Om en funktion f(z) & monoton och begrinsad for alla x > R € R,
sa har den ett (4ndligt) gransvirde da x — oo.

(Varje ritt svar ger 1p, varje fel svar ger —1p, inget svar ger Op, och
hela uppgiften ger minst Op.) (6p)

2. Bestdm griansvirdena (I'Hospitals regel och Taylorutvecklingar far ej anvindas)

r \" coshx — cosx
. T
@ Jm (L55) @ )l TR
3. Berikna volymen som genereras da omradet
{(z,y): ¥*+ (x —1)2 <1, y > 0} roteras kring y-axeln. (5p)
N o L 2 1
4. (a) Bestdm en primitiv funktion till f(z) = 2"In (14 — ). (3p)
x
T sin 2z
b) Berdk dx . 3
(b) Berdkna /ﬂ/g (cosx — 1)(cosz — 3)?2 . (3p)

T

H%' Ange asymptoter, (lokala)
e

extrempunkter, inflexionspunkter samt konvexitet /konkavitet. (6p)

5. Rita grafen till funktionen g(x) =

[e.e]
6. Avgor om / (g — arctan a:) dx &ar konvergent eller divergent
0

genom att visa att g —arctanz > for x > 0. (6p)

x
1+ 22
7. Motivera varfor sinp < ¢ < tan¢ for 0 < ¢ < 7, och visa

att lim 0 ? = 1. (5p)

=0 @

VAND! —



8.

(a) Formulera och bevisa satsen om invers funktions derivata.

(b) Ange definitionen av funktionen arcsin z och hirled dess derivata.

Lycka till!
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Uppgift 1
Svar: (a) Divergent. (b) Konvergent. (c) Konvergent. (d) Falskt.  (e) Falskt.  (f) Sant.
Uppgift 2
Losning;:
® )
hm ( i ) = hm elln(ar 2)
x—oo \ x — 2 T—00
lim zln | —2— ) = lim zIn 1—|—i - = lim (24 - ) In(1+1¢)
T—00 xr — 2 T—00 —2 xr — t—0
~tim @2e42) 2D 9y 20
t—0 t

och eftersom e” dr kontinuerlig géller

lim e”n(7%2) = ¢2.

Tr—r0o0
(b) lim coshz —cosw _ lim e?+e® —2cosz _ lim (" —=1)+ (e —1) +2(1 — cosx)
z—0 x z—0 2x 250 2
1(e"—1 le -1 2sin’2 1 1 sin Z \ 2
:limi(e )_hmfe +hm 2:7—*-i-1i1'1'1E 2 :07
z—0 2 T x—0 2 —x z—0 T 2 2 70 2 1’/2
N ——

-t —1 —1

eftersom z2 &r kontinuerlig i 1.

Svar: (a) €. (b) 0.

Uppgift 3

Losning: Omradet i xy-planet ar
{(z,9):0<y<V1-(z—-1)?,0<2 <2}

och da det roteras kring y-axeln genereras en rotationsvolym

2 1 /2
V:QW/ ry/1— (v —1)2dx = { zx—lcossfcliztf ] :27r/ (14 sint)Vcos? tcostdt
0 =

—7/2

/2 cos? t jAmn /2 /2
=27 (14sint)cos®tdt = | 5 =4r cos? tdt = 2m (14 cos2t)dt
sint cos® t udda o o

/2
“an[ie 22 o (7 -0) =

Svar: Volymen ir 72.

Uppgift 4

Losning:

(a) /x21n<1+x12>d:v:1€1n<1+;2)—/96331:;2 (—;)dx
:§1n<1+;>+§/de
:m?j))ln(l—l—;)—kg/dx—g/ﬂlﬂ x
:fln(l—l—;)—k?—;arctanx—%C
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g sin 2z t =cosx -1 —2t
b dr = . = ———dt
(b) /7r/2 (cosxz — 1)(cosz — 3)2 o [ dt = —sinxdx } /0 (t—1)(t—3)2

—2t A B C
PBUD: =
U (t—1)(t—3)2 t—1+t—3+(t—3)2

& 2A=A{t-3?+B{t-1)({t-3)+C(t—1)
t=1: —2=4A4 & A=-1/2
t=3: —6=20 & C=-3

t*: 0=A+B & B=-A=1/2

-t —2t T2 12 3
0 — —apdt= o t—1 t—3 (t—3)2
= [ et =, (i )

-1 -1
1 1 3 1 t—3 3
=t —1+-lnft -3+ ——| =|ln|—2|+ 2
plnlt =1+ 5o |+t—3}0 {2 n‘t—l‘ t—3]0
1 3 1 1 1. 2
—m2-°2—(Zm3-1)=>4-InZ
2n2 1 (2 n3 > 4+2n3
3 1 2z 2 1 1, 2
Svar: (a) %hl (1—|— x2> + Ex - garctanx. (b) 1 + §ln§.
Uppgift 5
Losning;:
2e” 2 1
9(x) 1+e2x e24er  coshz’ g ’ 9(=z) = g(2)
lim ¢g(z)= lim — =0 ty lim e*=0, ¢ 500 da z — ©
x—+o00 z—too 67T 4 e T——00

= y = 0 dr asymptot da x — +oo0.

Kritiska punkter ges av

J(@)=0 & sinhz=0 & e"—e =0 B o1 & z=0.

De mojliga extrempunkterna ges av 2 = 0, dvs. den kritiska punkten (indpunkter samt inre punkter
dir g ej dr deriverbar saknas).

sinh = e~ 7 g(x)<0 daz>0
g/(x) = — — = — 5 (62:5 _ 1) - g/(x) —0 diz=0
cosh” x 2cosh” . ~— — J(x)>0 diz<0

>0daz >0
<0 <0daz <0

samt att g dr kontinuerlig, ger att = 0 dr en maximipunkt. g(0) = 1.

sha | 2sinh? 1 2(cosh®z —1 h?z — 2
cosh x sinh®z (cosh”z ):COb x D, =D

1
g"'(z) = — = - ) g g
cosh?x  cosh®z coshx cosh® x cosh® z

x —x
Jd'(z)=0 & cosh’z=2 & %:\/5 & 41 =2V2e"

& o202t =—-1 & (*-V2)2=-142=1 & =V2+1 & z=Ih(V2+1)
Lat r+ = In(v/2 £ 1). ¢”(x) dr kontinuerlig pa R med ¢g”(z) = 0 < = € {r_,r.,}, sa satsen

om mellanliggande virden ger att g” inte kan byta tecken pa intervallen (—oo,r_), (r_,r4) och

2
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(r4,00). Eftersom ¢g”(0) = —1 och ¢"(+1n4) > 0 (via att cosh® z — 2 > €2#/4 — 2) giller alltsa
att

g"(x) >0 daze(—oo,r_)U(ry,o0)

¢'(x)=0 daze{ry,r_}

¢"(x) <0 daze(r_,ry)

g vixlar tecken i r4 = r4 #r inflexionspunkter.
(Med fordel sammanstills dven resultaten ovan i en teckentabell. Notera att g dr en jimn funktion.)
Svar: y = 0 #r asymptot da & — +o0o. g(z) har en maximipunkt i z = 0, och inflexionspunk-

teriz =In(v/241) = r+. g(x) ér konvex pa (—oo,r_) respektive (r,00), och konkav pa (r_, 7).
Grafen skissas till nagot liknande

y
1
1
y=g[x]
X

Uppgift 6
Losning:

T arctanz > —o— & f(w)*zfarctana:fi>0

2 1+ 22 ) 1+a22 "
f &r kontinuerlig pa Dy = R med

1 1 222 —2(1 + 2?) + 222 2

!/ - _ _ = = — < 0 V _D ;= R .
L W R i N (EE (1+22)? a2z = TS
Dérmed ar f stringt avtagande pa R. Eftersom
1
Jdl;n(f)lof(gc) = g —Ji_)n;oarctanx—wllnolo etz = g - g —-0=0
giilller dérfor att f(x) > 1Lm f(x) =0, Vv € R. Alltsa giller att
0§$<g—amtanx, Ve >0. (1)
Dessutom géller att
R R 2 o)
1 In(14+ R

/o ﬁday = [2 In(1 4+ xQ)]O = % —o00 da R—o00 = /0 1f7dx divergent

<
och via ekvation (1) ger jimforelsesatsen att dven / (5 — arctan 1:) dz &r divergent.
0

Svar: Divergent.



