TMA970

Matematik Chalmers

Tentamensskrivning i Inledande matematisk analys F/TM

Datum: 2024-10-30, kl. 8.30 — 12.30.

Hjélpmedel: Inga, ej heller raknedosa.

Telefonvakt: Anna Karlsson, 0721-575850.

Betygsgranser: 20-29p ger betyget 3, 30-39p ger betyget 4, 40p+ ger betyget 5.
Berédkningar ska motiveras och redovisas utforligt och fullstéindigt.

1. Avgor om integralerna nedan konvergerar eller divergerar. Ge endast
svar, dvs. konvergent/divergent.

(a) /0241_xde (b) /ng\/;_ﬁdx (c) /Ow\/?)i_iﬂdm

(Varje ritt svar ger 1p, varje fel svar ger —1p, inget svar ger Op, och
hela uppgiften ger minst Op.) (3p)

o
" 1
2. (a) Ar / ——dx konvergent eller divergent? Motivera val! (3p)
e (Inz)™

arccos (1 — x)

(b) Berikna xlirg)a 7z (enbart via standardgrénsvérden). (3p)
3. Berikna lingden av kurvan C : r = r(t) = (e !sint,e ! cost), 0 1 0. (5p)

x arctan

4. Bestdm den primitiva funktion till m

vars graf gar genom origo. (6p)

Ep—
5. Lat g(z) = :§+1| med D, = [1,00). Visa (utan att anvinda
x
derivata) att g dr injektiv och bestim g—1. (5p)

6. Rita grafen till funktionen h(z) = e® Va2, Ange asymptoter,

(lokala) extrempunkter och inflexionspunkter. (7p)
. xQ(Sin%—?)) dax#0
7. Latf(x)—{ 0 daze0

(a) Ange definitionen av att en funktion &r deriverbar i en punkt. (2p)

(b) Visa att om en funktion dr deriverbar i en punkt, sa dr den
kontinuerlig i den punkten. (3p)

(c) Visa att f &r deriverbar i hela R, men att dess derivata inte &r
kontinuerlig i 0. (4p)

(d) Visa att f har ett stringt lokalt maximum i origo, men att f inte
dr vixande i nagot intervall (—e, 0) och inte avtagande i nagot
intervall (0,¢), dér € > 0. (3p)

8. Formulera och bevisa analysens huvudsats. (6p)

Lycka till!
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Uppgift 1
Svar: (a) Konvergent. (b) Divergent. (c) Divergent.

Uppgift 2

Losning:
(a) Integralen dr generaliserad i co.

. (lnx) . Inz\ " . Inz 75 . . .
lim = lim T =0 ty lim —— =0 och 2’ &r kontinuerlig.
Tr—r00

T—00 xT x7s T—00 175

Alltsa finns nagot M > 0 sadant att

Inx)™ 1 1
O<%<1,Vx>M & 0<—<—,Vz>M.
xz  (Inx)™
(oo} oo
Eftersom —dx ar divergent ger jamforelsesatsen att / —=-dx &r divergent.
M T v (Inz)™
= ] de divergent.
(b) i arccos (1 — x) — X =1cCosz i z I z
im ————= = lim —— = lim ———
o0+ NZ z € [0,7] 2=0+ /T —cosz  220% [y 22
2
=+/2 lim 2 =2.
2—0+ sin §
Svar: (a) Divergent. (b) V2.
Uppgift 3

Losning: Om integralen &r konvergent géller

L= /0 |t/ (t)|dt .

r'(t) = —e '(sint,cost) + e “(cost, —sint) = e~ “(—sint + cost, — cost — sin t)

= |r'(t)] = e"'\/(—sint + cost)2 + (—cost —sint)2 = e "'/ 2(cos2 t +sin’t) = e"1V/2
o0 0
= L:\/i/ eldt = V2| —e!| "= —V2 lim et V2= V2.
0 —00

Svar: Léngden av kurvan &r V2.

Uppgift 4
Losning;:
rarctanz |, pr 1 1 1
F = _— = —-— — -—
(x) / R dx 27 =1 arctanx + 5 / e 1)d:1:
PRUD: 1 1 A B Cx+D

@ D@+ D) @@ )@@+l r-2 z+2 Z11

& 1=A@+2)(2®+1)+ Bz —2)(2® + 1)+ (Cz + D)(z — 2)(x + 2)
r=2: 1=204 < A=1/20
r=-2: 1=-20B & B=-1/20

¥ 0=A+B+C & C=-A-B=0

A-B=1/10

2=0: 1=24-2B—4D & 4D=2A-B)-1 -4/5 & D=-1/5
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1 1 1 1 1 1 1
:>/(x2—4)(x2+1)dz_%/w—2dx_% x+2dz_g/x2+1d$_

1 1
— (njz —2|—Injz+2|) — garctanm—i—c

20
1 x—2 1 1\ arctanx
F =—1 — il Rehhionhind
- F@ 40nx+2‘ (:c24+5> 7 ¢
1
0=F(0):Eln1+0 & C=0
S 11 r—2 1 +1 arctan x
r: —In — - —.
T Rl P B R R 2
Uppgift 5

Losning: Om a,b € Dy, a # b = g(a) # g(b) géller att g &r injektiv. For a,b € D, = [1, 00) géller

Vet —1] a? -1 2
gla) = ~— =5 =/1-5—
a’+1 a®+1 a’+1

varifran kan ses att g dr strangt vixande pa Dy, t.ex. via

(a) <gb) < 1 2 <1 2 & L<i
g9\a) =9 a® + 1 b2+ 1 21 aZ+1

s d24+1<b’+1 & a<b

Dirmed &r g injektiv och stringt vixande. Eftersom g dven dr kontinuerlig, med g(1) = 0 och

1

I 1--% v1—-0
mli)rgo g(x) = zlgr;o ;;7_’_1 = mh_)rrgo Tag = [v/- kontinuerlig] = 50 = 1

ger satsen om mellanliggande virden att V, = [0,1). Fér z € Dy = [1,00) och y € V; = [0, 1) géller

2 2
2 2 2
= & =1- & 11—y = & 1=
y=g(x) Y o V= vHl=1— g
1+9° 20 1+y2
2 1
= - é} = =
S x =47 ()
1+ 22
Svar: g~ (y) = 11—52 , Dy-1 =10,1).
Uppgift 6
Losning:
S Ve R _ e’Jr daxz>0 _
h(z) =e"VaZ=e \/|x|—{e$\/_—w diz<0 D, =R.
lm h(z)= lim eVal=0, o L dian

Jm hw) = Hm el =0, = =g oo diw oo

= y = 0 dr asymptot da x — —oo, asymptot saknas da x — oo.
eT\/T + L = £ 22tD) dax >0 T(2r 41
B (z) = ve 2w Zye :sgnazw7 Dy =R\ {0}.
T e o e’ (2z+1) d3
N - = = ax<0 2/ |x|

Kritiska punkter ges av

Mx)=0 & 22+1=0 & xz=-1/2
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De mojliga extrempunkterna ges av 2 € {—1/2,0}, dvs den kritiska punkten och den inre punkten
dér h ej dr deriverbar (dndpunkter saknas).

oo R(x) >0 daze (—o0,—1/2)U(0,00)
W(z)= sgnzx 5 2z+1) = h(z)=0 daz=-1/2
~—— ——— o
>0daz >0 HEL S 0daz > —1/2 R(x) <0 dal‘E(—l/Q,O)
< 0daz <0 R <0daw < —1/2
ger att * = 0 &r en lokal minimipunkt, och att x = —1/2 &dr en lokal maximipunkt. Eftersom

h(0) = 0 och h dr kontinuerlig med h(z) — 0% da z — —oo ger teckenstudien av b/ att x = 0 &r
en minimipunkt. h(—1/2) = \/%

(e” (2z+1)+2e”)2y/z—e" (22+1) //T ° T2 4 4y — 1
W' (x) = (em(2z+1)+26m)2%/wjx+ew(2x+1)/\/jx d? v = ¢ 4z +3/§ ) s Dpr =Dy,
— —r ddxz <0 4|z|
1 1 2 1
P'(z)=0 <& x2—|—x—Z=O & (1:+2>=4 < 1,‘:—*:t72
Lat r4 = —% + %
o R'(x) >0 daxe (—oo,r_)U(ry,o0)
h”(m):Tp(x—r+)(x—r,) = W(z)=0 daxe{ry,r_}
Ll W(z) <0 daze (r_,ry)\ {0}
>0

B vixlar tecken i r4+ = r4 dr inflexionspunkter.

(Med fordel sammanstélls dven resultaten ovan i en teckentabell.)

Svar: y = 0 dr asymptot da z — —oo. h(z) har en minimipunkt i = 0, en lokal maximipunkt i
x = —1/2, och inflexionspunkter i x = —% + % Grafen skissas till nagot liknande
y
y=h[x]
1
V2e
0
L X
-0.5




