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1. Avgör om integralerna nedan konvergerar eller divergerar. Ge endast svar, d.v.s.
konvergent/divergent.

(a)

∫ ∞
1

e−x√
x2 − 1

dx; (b)

∫ 1

0

√
x(− lnx) dx; (c)

∫ ∞
0

x2 − 1

(
√
x+ 1)5

dx.

Konvergens nedan avser existens av ändligt gränsvärde. Avgör om påståendena är
sanna eller falska. Ge endast svar, sant/falskt.

(d) Varje divergent talföljd är obegränsad.
(e) Varje konvergent talföljd är begränsad.
(f) Varje konvergent talföljd är uppåt begränsad.

(Varje rätt svar ger 1p, varje fel svar ger −1p, inget svar ger 0p; hela uppgiften ger
minst 0p.)

2. Bestäm gränsvärdena (L'Hospitals regel och Taylorutvecklingar får ej användas)

(a) lim
n→∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
(3p); (b) lim

x→0

ln cos ax

ln cos bx
, a, b ∈ R (3p).

3. Rita grafen till funktionen f(x) =

√
1− x

1 + x
. Ange asymptoter, lokala extrema,

in�exionspunkter etc. (6p)

4.(a) Bestäm en primitiv funktion till f(x) =
√
2 + x− x2 . (3p)

(b) Bestäm en primitiv funktion till g(x) =
1

(2 + cos x) sinx
. (3p)

5. Funktionen f : [0,∞)→ R är kontinuerlig. Visa att∫ a

0

x3f(x2) dx =
1

2

∫ a2

0

xf(x) dx, ∀ a > 0. (4p)

6. Funktionen

D(x) =

{
1 för rationella x;

0 för irrationella x,

kallas Dirichlets funktion.

(a) Visa att D är periodisk, men har ingen (minsta positiv) period. (4p)

(b) Visa att D inte är Riemannintegrerbar på intervallet [0, 1]. (3p)
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7. Funktionerna f och g är de�nierade i mängden D ⊂ R och punkten x0 är hop-
ningspunkt för D. Givet att lim

x→x0

f(x) = A ∈ R och lim
x→x0

g(x) = B ∈ R, visa att

gränsvärdet lim
x→x0

(f + g)(x) �nns och är lika med A+B. (6p)

Anmärkning. Du kan välja mellan x0 ∈ R och x0 = −∞.

8.(a) Formulera och bevisa integralkalkylens medelvärdessats. (6p)

(b) Bestäm gränsvärdet

lim
x→0

∫ x

0
cos t2 dt

x
. (3p)

Anmärkning. L'Hospitals regel och Taylorutvecklingar får ej användas.

Betygsgränser: 20-29p ger betyget 3; 30-39p ger betyget 4; 40p+ ger betyget 5.
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