Matematik CTH&GU
Tentamen i inledande matematisk analys F/TM (TMA970)., 2011-08-22. kl. 8.30-12.30

Hjidlpmedel: Inga, ej heller riknedosa,

Telefon: Dawan Mustafa, tel. 0703 — 088304

OBS: Tentan rittas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden pa samtliga inlimnade papper.
Fyll i omslaget ordentligt.

1. Visa att polynomet (x+1)" (nx+x—-1)+1-x drdelbart med x* foralla nON. (4p)

2. Kurvan C i planet ges i poldra koordinater av C:r = «/cos%, -m0%. .
Skissera C' och berdkna arean av det omrade som omslutes av C. (4p)

X

3. Lat f(0)=1 och f(x)=<=¢= for 0#x0R.

a) Visa att f #r kontinuerlig och injektiv och berdkna Df ™ (%3}}1) . (8p)
b) Ar I f(x)dx konvergent eller divergent? Motivera vél! (3p)
0
. . ) . _ arctanh (x) _ Tre
4. Berikna £1£r(}f(x) och llrEf(x) for f(x) S Tan(Z) (arctanh x = In /1), (6p)
5. Berédkna ldngden av kurvan C: ¢+ ( 3t—t*,t, -3InV3 —t), 00 2. (6p)
2 - 1-x2 )
6. Lat f(x)= arccos(sz , xOR.
a) Visa att f (x) =2arctan (|x]). (4p)
b) Ar f deriverbar? (3p)
¢) Rita kurvan y = f(x) med angivande av asymptoter och konvexitet/konkavitet. (5p)

d) Berékna arean av det begrinsade omréde i planet som inneslutes av kurvan y = f'(x)

och linjen y = ZT” (6p)
7. Bestim (IxM)0O (M xI) d& 1=[0,1] och M ={0,1}. (3p)
8. Formulera och bevisa differentialkalkylens medelvardessats (Lagranges sats). (8p)

Betygsgrinser: 24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen inledande matematisk analys
for F1 och TM (tma970), 11-08-22

uppg.l
Siatt p(z) =(x+1)" (ne+xz—1)+1 -z (neN).
Vi skall visa att p (z) &r delbart med 2 for 2 < n € N (klart for n = 1):
bevis 1: 0 dr nollstille till p av multiplicitet minst 2 ty p (0) = p’ (0) =0
P =n@@+1)" "na+z—1)+@+1)"(n+1)— 1}, alltsa
p(z) = (& —0)°k (x), k ett polynom av grad n.  vsv
bevis 2: p(z) = (nz+z— 1) (z + 1)"+1—-2 = (nz +x — 1) znj (Dar+1-z =

k
k=0

n
=(nz+z—1) <1+mc+k22(2)mk)+1—x:

=m*+n)?+r-1+mz+z-1)Y (Pa"+1-az=

=(n*+n)a®+(ne+z—1)2? Y (})az"? vilket ar delbart med 2. vsv
k=2

bevis 3: med induktion: Vi skall visa att (z+1)" (nx+x —1)+1—=x
ar delbart med 22 for alla n € N:

I. n=1: (z+1)(2z —1)+1— 2 = 222 4r delbart med 22, ok.
IL. Foruts.: (x 4+ 1)? (px +2 — 1)+ 1 — 2 ér delbart med 22 for p € N,
1 < p < Ny, for nagot Ny > 1.
Past.:(z + 1)V (No+ 1)z +x — 1)+ 1 — 2 ér delbart med 2.
Bev.: (z+ D) (No+1)z+2-1)+1—2=
=@+ D)V Nz +z-D4z@+ )T 12 =
= (z+1) [(x—l—l)NU (Nox+x—1)+1_x} _
— @+ (l—2)+a@+ )N 1=
= (z+1) [(aerl)NO (Noz + 2 — 1)+1—x] + {x2+x(:c+1)N°“ —x}
ar delbart med 22 ty (z + 1) (Noz + 2 — 1) + = — 1 &r delbart med 22
enligt forutséttningen och z + (z + 1) —1 =2 + Noirl (Mot z®
ar delbart med x . vsv =

III.Induktionsaxiomet ger da att (z +1)" (nz +2x — 1)+ 1 —z ér delbart
med 2 for alla n € N. VsV

ANM: Vi har visat att (m +1)" (nm +m — 1) + 1 —m #r delbart med m?
for alla n € N och m € Z.



uppg.2
Omradet i planet innanfor C' : 7 = /cos 5, —7 — 7 (r, ¢ polira koordinater)
™

™

har arean 3 [ (r(¢))? dyp = [cos ar jamn] = gcos £dp = [2sin £]7 =2.
—T

Rita kurvan C genom att rita punkterna (r () cos ¢, r (¢) sin ) for t.ex.

v»=0,%,7, %”, m: 7 (= avstandet till origo) avtar fran 1 till 0, kurvan &r

symmetyrisk m.a.p. z—axeln. Observera att arean innanfoér C ér lika stor

som arean av rektangeln med sidorna 1 och 2:
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T o svar:
uppg.3
f(@) === for £ # 0 och f(0) = 1.
a) f #r kontinuerlig i alla punkter x # 0 ty sammansatt av kontinuerliga

funktioner; f dr kontinuerlig &ven i 0 ty ili%f (z) = xhi%e%z em;1 = %5-1=/f(0)

e’=” — ¢0 = 1 = derivatan av ® i punkten z = 0]. For z # 0 ér

T —2z r—e % —2x - .
f, (:L') _ ( e “+2e zz e “+e — 2x—a;eéez—ze +1; sitt g (x) =91 —xe® —e% 4+ 1:
PN ooy x> 0daz <0 (1>eY)
g'(z) =2(1 - ) —ze® = <0daz>0 (1<e)
ett striingt maximum, dvs. att g () < g(0) =0 for x # 0, siledes dr f' < 0 pa
]—00,0[ och pé ]0,00], det ger att f &r stringt avtagande pa ]—oo,0] och pa
[0, 00] (ty f dr kontinuerlig), alltsa 4r f striangt avtagande och didrmed injektiv
(pa Df =R 1).
—1 (sinh1) _ 1 _
Df ( e3 ) T Df(a) T 2a—ae®*—e%+1

_ =3 s _ 2 —1 (sinh1) _ _4e*
=e °sinhl for a =2, alltsd Df (se—g) =52

, det visar att g antar i 0

R O N iC L

a a

1
b) [ f(z)dz &r konvergent ty f &r kontinuerlig pa [0,1]. For 2 > 1 &r

oo

0< ¢ < e;z < e ", [e "dx &r konvergent, jamforelsekriteriet ger att da
1

—2x

0 o0 o o0 —x
dven [ €—dx och [ %dw ar konvergenta, alltsd &r [ (ET - = )dx kon-
1 1 1




e % _C—Bm
vergent (eller 0 < f (z) = er(ize™) <e ¥ = f f () dz konvergent)

pss

oo 1 00
och dérmed &r [ f(z)de = [ f(x)dx+ [ f(z)dz konvergent.
0 0 1

svar: |a) ja (f ar C?), Df~! (s2l) = 5464 b) konvergent

—3e2

ANM: I Ip3 (flervariabelanalys) berdknas [ %dw =In2.
0

~arctanh(x)

(Lnx)
tan| — T x
\ 2 /s

4 —€
1 y= e
A —
5 1 7 T 1 1 o3 !
uppg. 4
Lat f (z) = actanhe © 1~ 4 < 1. Kom ihag
tan(T)
arctanh x = 1 In (}Jri), J- arctanh z = ﬁ
hm :hmamtanhm~ 3¢ _02_9.7.2_2
f (l‘) -0 T tan(%x) ™ ™ ™ ty
hm arcmnh“" = lim 2rctanhz—arctanh0 _ _1_ (dcrivatan av arctanhz i z = 0).
z—0 T x—0 T 1-0
Eller hmw = lim ﬁ = lim ht -cosht=1-1
z—0 arctanh x=t—0 38 t—08%

(sinhtosinh 0 o cosh 0 (derivatan av sinht it =0)) och

s
. 5T .
lim —2"—~ = lim - -cost=1"1.
zﬁotan(fw) Tz —t— Osm

Eller hm‘zrcntz‘inhw = lim (1 <1n(1+1) _ 1n(1x)> cos (ﬂ—;)> _

T in( = in( =
51n(2m) sm( 5 )

—0 2) r—0
n(ita) 2 _ 3 n(l-w) -2 _ % —
<nmw "7 sin ﬂ)_ nfzw .ﬂ.sin("’)>cos(ﬂ2x)>_
2

2

[a—
SN—
]
—_
Il
0o

ty hn(l)ln(l;rt) =li Sl%t =1.

lim f(z) = %IILH}_ ((cos (Z)In(1+x) —cos (%) In(1 —x)) = 1m)> =

z—1 sin( 5%
=3(0-In2-0)-1=0 ty hm cos( ln(l—z)=_li cos (5 — Z)Int =

— L L(%).E. —1.7. i -
= lim — 5-(tnt)=1-%-0 tytlir&tlntf().

svar: |limf(z)=2, lim f(z)=

z—0 r—1-




uppg. o
Kurvan C: r=17r(t) = (\/3t —t2,¢t,—3In (\/3 — t)), 0% 2, har lingden

l—fds—f|r )| dt. Rikning: r():(2%772(33t)daar

I (t)| = 1 (3 212 + 44 = f)Z _ %\/(3—275) (3;(2;)—&-33(3—0 +9¢ _

-1 f><<9+4fi(;ii;m S R = 1l ot
zzfﬂ;{)fdt { \/; L } f V3 g = f%m:
_3 f(\/51+ b Yo = [m gj;]f: S B2 310 (V3 +V3).

3In (V2++3) ( :3arctanh\/g)

svar:

uppg. 6

Observera forst att  f (z) = arccos };—ﬁz ar jamn och vildefinierad (D = R)

< 1, det riicker alltsd att betrakta bara x € [0, 00 :

1—z?
1422
a) Vi visar att f (z) = arccos +7%; = 2arctan x:

2
1+i2 -
f(0) = arccos1 = 0 = 2arctan0; f (1) = arccos0 = § = 2arctan1;
2
for « ¢ {0, 1} séitt a = arctanz och = arccos |1+ 2|, da dr a,f € ]O, 5 [;
rita ritvinkliga tringlar (titta pa figurerna):
for a: med kateterna z och 1, alltsd hypotenusan v/1 + z2,
for 5: med nidrkateten ll — le och hypotenusan 1+ z2, alltsa andra kateten 2.

Da giller tan (2a) = {Zang — 20
2 2x
| 2 1 4+x
v I+x .
L L |
i |—1 +x2‘



For 0 <z <1 &r tan (2a) = 13“;2 = tan 3, det ger 2a = 5 + k7 ochae]O,g[,
56]0,%[ ger k=0 (0 < B+ kr < 7), alltsd 2a = 8 = arccos 1=

E
For > 1 &r tan (2a) = 1222 = —wfz = —tan 8 = tan (—/), det ger
2a:—6+kﬂ'ochoz€]4,§[ﬁe] [gerk— (5 < —BH+kr <m),
alltsd 2a« = m — f = m — arccos 1+w% = arccos 1+ 2, ddarmed dr visat att

1—2
1+x2

2 arctan x = arccos géller for alla x > 0.

Ett annat bevis fas genom att visa att g (x) = 2arctan x — arccos }jriz =0:
—2m(1+m2)—(1—12)2fc

2
forz > 0é4r ¢ (z) = 1+2r2 + (1+2%) =

2
[ 1=22
1+a2

- _2 _ 4z _ _2 _ 4z _ 2 _ 2z =0
TRt (e)y/(a?)—(1a?)? TPt (4a?)Vie? et et

det ger att g (z) =c=g (1) =0 (s.0.).

b) f &r deriverbar i alla punkter T ;é 0 ty f dr sammansatt av deriverbara

funktioner; x = 0 méste kollas ty i 02 =1 4r inte inre punkt i Dyyccos (eller ty

|| &r inte deriverbar i 0): studera Af = M: z>0: % = 2arctanz __, 9
ddax— 0+, 2<0: %—%%—Zdémeof
(arctan &r udda och lim 2rtan2=0 — 1+102 = derivatan av arctanz i z = 0), det

visar att ﬁ—i saknar griansvirde dd z — 0, dvs. att f inte &r deriverbar i 0.

. = 1—z2 _ T o - _ 1—z2 o
Utan a): Sitt arccos {7% = t (0<t< %), da giller cost = 175, alltsa
2
2t arccos ~— )t
— S . . . CcOSs
2’ = et = le% och lim &L = lim rocon 5w _ lim ( - 2t) =
+cos cos Ax—0+ =F x—0+ x t—0+ Sy
. x . . cos L)t
= th(COS%) 2. =32 och lim %: hm< .22 = 2.
t—0+ Sin 3 r—0. =T t—04 S 3

c) f(z) =2arctanz — 2-
fl@) == = '@
konkav pa [0, oo[ (och dérmed pa ]—o0,0]). Figur:

da z — o0, dvs. y = 7 dr asymptot di & — 0.
%3)2 < 0 for x > 0, det ger att f &r stringt

s
2

y = 2 arctan(|x|)

T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 é
x

d) Bestdm a > 0 sa att f (a) = 2F (finns ty f(0) =0 < 2 <7 och f &r

kontinuerlig och striangt vixande. s.o.m.v.!):
1—a®> _ 27 1a_ 2m _ 4,2 __ 1 2 — 52
arccos {7,z = 3 = 1742 COS3:>1 a® = 2(1+a):>3—a,
2

eller 2arctana = % = arctana = % — q=+/3.

V3 V3
Areandrda A= [ (B —f(z)de=2 [ (3~ f(z))da
3 0

(0< f(z) < & for x € [—v/3,V3] och f &r jimn).



( — 2arctanz) dz = 2 [—x—Qxarctan:c—i—ln (1—1—172)]\/g =

V3
2/ 0

(=)

:2(2 ?-2/33 +1n4) = 4In2.
[2 [arctan zdz = 2z arctanz — [ 2Lyda = 2z arctanz — In (1 + 2?)].

Arean kan berdknas utan a), igen med partiell integration:

—2f(2“— )dw—?f(——arccos1+$2)dx—
—2z(1+z°)—(1—2°)2x
2 1-22]Y? v3 ( (14?002()2 2
:2[§x—marccosl+ } -2 dr =
2
0 1—.1?2
1‘(ﬁ?)

w

:2(ﬂ§ — /3 arccos (_—2)) 2\f[ —dz
3 4 o (1+w2)\/E

:2(%5—\/§arccos(_71))+2[ln( )]\/322(2”5/3—\/32%)4‘21114

o o -I‘S -’! -D‘! 1 D‘S Ir l‘S
S& ser omradet ut: z svar:

‘ b) nej (ej i 0) ¢) konkav pa ]—o0, 0] och pa [0, 00[, asympt. y =7 d)41In2 ‘

uppg. 7

0,1 x {0,1} = {(,9) - € [0,1] och y € {0,1}} =
={(z,0):0<z<1}U{(z,1): 0 <z <1} (de streckade roda striickorna),
{0,1} x [0,1] = {(2,y) : # € {0,1} och y € [0,1]} =
={(0,9):0<y<1}U{(l,y):0 <y <1} (de heldragna blaa strickorna).
([0,1) x {0,1}) U ({0,1} x [0,1]), det &r sidorna i kvadraten
svar: med hérnpunkpterna (0,0), (1,0),(1,1) och (0,1)







