Matematik CTH&GU
Tentamen i inledande matematisk analys F/TM (TMA970), 2010-10-23, kl. 14.00-18.00

Hjdlpmedel: Inga, ej heller raknedosa

Telefon: Rikard Larkdng, tel. 0703 — 088304

OBS: Tentan rittas och beddms anonymt. Skriv tentamenskoden pa samtliga inldimnade papper!
Fyll i omslaget ordentligt!

N

1. Visaatt foralla NON giller > (k+1)2°" =N2". (4p)
k=1
2. Berikna ldngden av kurvan C:r =r(¢) = (t + sin(2t),cos(2t),\/§cost), -m00 . (4p)
3. Lat f(x)=w4, xOR.
a) Rita kurvan y = f(x) med angivande av asymptoter och konvexitet/konkavitet. (5p)
b) Visa att I f(x)dx=a for a0[0,00[ och berikna I f(x)dx. (5p)
-a 0
(arccos (1 - x))2
4. Beridkna lir(l)q (enbart standardgransvérden fir anvidndas). (4p)
o _ 2sinh(x)
. L = OR.
S Lt f(x) cosh(2x)’ x
a) Rita kurvan y = f(x) med angivande av asymptoter och extremvérden. (6p)
b) Berdkna jf(x)dx. (5p)
0
6. Lat f(x)= ! , xOR.
\/(sin(x) + cos(x))2 +cos’ (x)
a)Visaatt ¥, = [¢,%ﬁ] dir ¢ = @ (7p)
m
b) Berikna ITJ-( f (x))2 dx och tolka resultatet geometriskt. (6p)
0
7. Lat f,g:R - R, aeninre punkti D, n D, och fL§:R - f(}%( .
Bevisa eller motbevisa foljande pastdenden:
a) Om f och g drderiverbarai a sa dr f [g deriverbari a. (5p)
b) Om f &r deriverbar i @ men g inte &r deriverbar i a sa dr f [ inte deriverbari a. (2p)
¢) Om varken f eller g &r deriverbari a sa dr f [g inte deriverbari a. (1p)

8. Formulera supremumaxiomet och visa med hjélp hérav att om en funktion f:R - R
med D, =[0,c0[ &r vixande och begrénsad uppét s existerar lim 1 (x). (6p)

X -0

Betygsgrinser: 24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget 4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen inledande matematisk analys
for F1 och TM (tma970), 10-10-23

uppg. 1 N

Vi visar med induktion att " (k+1)2F~! = N2V for alla N € N:
k=1

I. N=1: VL =2.1= HL stimmer.

P
II. Foruts.: > (k+1)2F~1 = p2P giller for p € N, 1 < p < my

k=1
for nagot mg € N.
mo+1
Past.. > (k+1)2F"1 = (mg+1)2mot!
k=1
mo+1 mo
Bev.: Y (k+1)2F1= Y (k+1)2F1 + (mo +2)2™° = [enligt foruts.]
k=1 k=1

=mp2™0 + (mg + 2) 2™ = (2mg + 2) 2™° = (mg + 1) 2m0 T vy

N
II1I. Induktionsaxiomet ger da att > (k+1)2¥~! = N2V for alla N € N. vsv
k=1

uppg. 2
Kurvan C: r = r(t) = (t+sin(2t),cos (2t),v8cos (1)), —7 r (C1) har

langden } |7 (t)] dt = f \/(1 +2cos (2t))° + (—2sin (2¢))” + (—\/gsint)zdt =

=/ \/1 + 4cos (2t) + 4 cos? (2t) + 4sin? (2t) + 8sin® t dt =

=/ \/1+4(c052t—sin2t)+4+8sin2tdt:2f\/5—|—4(cos2t+sin2t)dt:
o 0

:2}\/§dt:67r. svar:
0

uppg. 3
a) f(x)= eril-u #r C* och stringt avtagande pa hela R, [’ (z) = fﬁ =
= —m, f ar stringt avtagande pa |—o0,0] och stréngt vixande pa

[0,00], ty f’ &r jimn och cosh z stringt vixande pa [0, 00], alltsd dr f stringt
konkav pé ]—o0, 0] och stringt konvex pa [0, 00[. Det fas dven med f”:



' (z) = sinh z { <0dadxz<0 eller " (z) = (e +1)2—2¢" (¥ +1)e”

2(coshz+1)* | >0da x>0 "’ (e=+1)* -
= e(z(fif)ls) { i 8 32 i i 8 (0 &ar inflexionspunkt).
Vidare dr lim e’”+1 = ﬁ, lim ﬁ =0 (ty € +1 — oo d& # — o0), det

visar att y = 1 resp. y = 0 #r asymptoter (i —oo resp. i 00).

T T t T T T
-6 -3 -2 0 z 4 6

b) Att f ez_de = "arean under y = f (z)" = 2-a- 3 kan man se direkt (rita!):

028 1
024
- -02- R a
g(z) = f(z)—3 ar udda {g (—2) =55 —3=—9 m)}, alltsa har de skuggade
omrédena lika stor area [f (f(2) =Y de=0= [ f(z)de= [ idz=al.

Berikning: femﬂdx—f(l— ezH)dm—m—ln(e +1)+c—lnem+1+c_

—In(1+2%)+c Fora>O0harvialltsi [ de=[z—In(e” +1)]%, =

—a

=2 —In <+l =25 —1In (e“ﬂ) =2a—Ine® =a; vidare &r

e—at1 e—at1

Tw-udx* lim (fln(lJre%))Jrln(lJre%) =0+1n2.
0

r—00

e®

Eller med substitutionen e” = ¢,dz = 1dt: _f €L+1d:c = f (t+1)tdt

= +— = |dt=|Int —1In(t+ n-—r——2<=Ine*=a oc
L) dt=[nt—1 1 1 (p(ﬂ):l) In 64 L

fewﬂdx—f t+1 Tt = { til}l :tlirgoln (1—%)—1n%:0+1n2. svar:

0 e

’a) asymptoter: y = 1 och y = 0; konkav pa |—o0, 0], konvex pa [0, 00[ b) ln2‘

uppg. 4

(arccos(1—x))> _

v lim iy 20dcost) _ g9

lim ¢ ty
arccos(l—xz)=t—0+ 1—cost t—0s Sin‘t

z—0+



lim 8% = 1 (standard).  Eller (rita en réitvinklig triangel med vinkeln

v—0

a = arccos (1 —z), 0 < a < §, nirkateden 1 — = och hypotenusan 1):
lim (arccos(l—a:))2 — lim (arcsin v 23:_952)2 = lim (arcsin \/2:1:712)2. 2z—z® _ 1.9

z—04 z—04 z z—04 V2r—a? x
ty lim ‘”C““t = lim 2 =1, svar:

t—0+ v=arcsin t—04 SV
uppg.

. . . 12 2w —2m _

f (@) = 2ambe = 2o (sinh? (@) = S22 = L (cosh (20) — 1))
dr C* pa hela R och udda, vi studerar alltsa f bara pa [0, ool:
a) f(z) = 262”:_:, = 2611252:'1 — 0 da & — oo, dvs. x—axeln &r asymptot.
f/( )_ cosh(ac) cosh(2z)—2sinh(z) sinh(2z) __ 2COShfﬁ(QSinh2(m)+1—4Sinh2 95) _

r)= (cosh(2x))2 cosh?(2x) -

>0 da sinhz < L

— dcoshz (% — sinh? a:) , det visar att f antar i
x

h2 S e .
cos < 0 da sinhz > 7
2
_ : 1 s . _ 2sinh(xo) _ Uz _ 1
xo = arcsinh (ﬁ) ett stringt maximum f (zg) = Wmﬁﬂ = %-5-21 =7
{3:0 =In (% + % + 1) =1In (1?2/5) men det behovs €j].
Eller f/ (ZC) -9 cosh(z) cosh(2z)—2 smh(z) blIlh(QaZ) 2 cosh x(coshZ z+sinh? z—4sinh? 33) -

(cosh(?w)) coshZ(2x)
6cosh3x(%—tan}12 gc) >0 da tanhz < %
cosh?(2z) < 0da tanhz > %

x1 = arctanh (%) ett stringt maximum f (z1) =

__ 2tanh(z1)y/1—tanh?(z;) % 1-3 V2

- 1+tanh?(zq)

{mlzln< 1+i):ln( gi}):ln( ) 1n(1+ )—330]-

—x —2az o) (2T _e—2®
Jobbigare ir det med e*: f'(z) = (T 7)(F e (60)811(22(;))2 e ) _

(et —3et—3e27+1)  —(e*"+1)(e**—(2—v3))(e**—(24+v3)) [ >0da x <z
- 2e3@ (cosh(2x))? - 2e3% (cosh(2x))? <0dax>uwzo °

, det visar att f antar i

2 sinh(z1) _
sinh?(z1)+cosh?(z1)

_ 2 smnh(x)
cosh(2 x)

-4

_ 2sinh x _ 2sinh x _ sinh x _
b) f f o) de = 2sinh? x+1dm — J 2cosh? x—ldx - f (coshx—%) (COSh.’L‘—%) dz =
= f Cosh :c—— o coshal:—i- \}) sinh (1‘) dr =
= 7 ( (cosh:r — %) —1In (cosh:c + %)) + ¢, alltsa



[ 5 @dr = Jim (Jin (Gehast)) - g (B5h) = 0+ Jgin (V2 +1)°)

2 coshz—1 Coshz V2-0

tym(2wmmd> ( ML>AHHJ40®“”%m

Anm: en annan (dock jobbigare) 16sning fas med substitution: f Czozlhng:f) dx =
T 2(e®—e™") F2(e?"-1) et =1t 002(t271)
{?ﬁ?ﬁ“‘{iﬁﬁ*” erdr=dp | = T A=

VBl Bl | [—iln t27\/§t+l}oo _

f2+ff+1 ft 1) 2—V2t-1 24V2e-1| V2 T 242t 4+1 |

_ 1 2+f .

= fln =+21In (1+\[) svar:
a) minsta Vardet ar — —2 storsta virdet dr—= 5 Y= 0 &r asymptot

b) v2In (1 +V2)

uppg. 6

= h h hela R
f(x) Y/ ETy TS crw—p ar period 7 och #r deriverbar pa hela R ty f &r

sammansatt av deriverbara funktioner och (sinz + cos x)2 +cos?z =

=1+ 2sinzcosz + H%S(zm) = 1 (3 + 2sin (2z) + cos (22)) > 0.

a) f ar kontinuerlig, antar alltsd pa det slutna, begriinsade intervallet [0, 27]
(t. ex.) ett minsta viirde m och ett storsta viirde M och enligt satsen om
mellanliggande virden alla vérden mellan m och M, dvs. Vy = [m, M].

Det minsta resp. storsta virde som ndmnaren \/ i (3 + 25sin (2x) + cos (2z)) =

—\/ 3+\/3cos(2x+ﬁ antarar,/ resp \/ 3—|—\[ alltsa

irm = och M = Det kan man #ven rikna fram s hér:
(3+f ) %(3—%5)
Eftersom f #r deriverbar sa dr extrempunkterna stationéra:
’ _ 2(cosaz+sinz)(cos x—sinx)—2cosxsinz _ CosTsinz— (‘30b x—sin® $) _
ff(z)=— 3 = =0«
2((sin x+cos )2 +cos? :L‘) 2 ((sin 2+cos )% +cos? )

< sin (2x) — 2cos (2z) = 0 & tan (2z) = 2 (ty cos (2z) = 0 ¢j 16sning!), alltsa
2x = o+ k7w déir a = arctan 2, och da &r sina = %, cosa = %

5
[Eller 2 cos (2z) — sin (2x) = v/5cos (27 + ) diir cosy = %, siny = %,

och cos (2z +7) = 0 for 2o = £% — v + 2kr = o + kr).
Extremvirdena finns alltsa bland
a) _ 1 _ 2 2 Vb1
f (2) T V3B +2sin(@)teos(a)) 34V (f+1) = VAl 2  och

f(5+3%)= VG- Qbm (@) —cos(a)) _ V3— f =V e \/ 1+\[

= ¢, alltsd m = ¢, M =¢och Vy= [ap, @l.  vsv

fsb—‘



WANWANWAN

[smt\'] + cos(x)] + cos{x)

-1 o 2 4 L] g
X

=7 f f? (z) dz 4r volymen av den rotationskropp som uppkommer da

omrédet {(a:, y):0<z<m0<y< f(x)} roterar kring z-axeln.
Vi bestéimmer en primitiv funktion till f2:

— 2 _ 1 _ 1 —
fL‘) - f f (IZZ) dr = f (sin z+cos x)2+cos2 mdl’ - f sin? z+2 cos2 z+2 sin:ccoszd:r -

de = [ ((1+tanz)12+1) P dx = arctan(1 + tanz) + c.

— 1
- f (tan? z+2+2tanx) cos?

Dé &r [obs: generaliserad i 5 1] V = ff2 Ydz + [ f*(z) dm) =
%

=7 ( lim arctan(l + tanz) — arctan 1 4+ arctan 1 — lim arctan(1l + tan x)) =

T— G- TG+

=n(5-1+5+5)=n"

Anm: en primitiv funktion F till f2 pa t.ex. ]—%, 37“[ Ar t. ex.
arctan(tanz +1) — 7 da —§ <z <3
Fx)=¢ 7 da r=75 ty

arctan(tanz + 1)+ 22 da 3 <z < 3T

arctan(tanz +1) + ¢y da — 5 <z <3

F(z) = F skall kontinuerli
(2) { arctan(tanz + 1)+ cp da T <a < 2L 7 skall vara kontinuerlig

pa |—Z,3%[ alltsi maste lim F(z) = +¢; = lim F(z) = -5 + ¢, dvs.
rz— 5= T— T+
co =T+ c1; om vit. ex. viljer F(0)=0= Ttesddrce =—7. svar:

b) 72 = volymen av den kropp som alstras da omradet
{(z,y) :0< 2z <7, 0<y<f(x)} roterar kring z-axeln

34

arcian(tanix) + 1) — % T x < %JT
¥
21 3 1
arctan(td (x}+x‘]+En' EI<X
1
-1 [ 1 1 3 4
-1




uppg. 7

a) Visa (fg) (a) = f'(a) g (a) + f (a) ¢ (a).

b) falskt: a = 0: f(z) =z &r deriverbar i 0, g (x) = |z| &r inte deriverbar i 0,
men f-g ir deriverbar i 0 (f-g &#ir C! men ej 2 ganger deriverbar!):
f(x)g(x) = x|x| &r deriverbar i 0 ty % = |z| = 0.

c) falskt: a = 0: f(z) = g (x) = |z| &r inte deriverbar i 0, men f-g dr deriverbar
10 (f(z)g(z)=a?sr C™).

ANM: Grinsvirdesreglerna dr ej omvéndbara, t. ex.:

Om lim f (z) och lim g (z) (b&da) existerar s& existerar &ven lim (f (z) + g (x)),
T—a T—a T—a

men ej omvént!

Ex: f(z)=In(]1 —2|), g(z) =1In (Ilejﬂ):
béde f (z) och g (z) saknar grénsviirde d4 z — 1, men
HInl (f(z)+g(x) = HIn1 In (ex) = 1!




