Matematik CTH&GU
Tentamen i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2007-10-27, kl. 14.00-18.00 i VV

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa,
Telefon: Martin Berglund, tel. 0762 — 721860
OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.
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1. Bestam gransvardena lim (sinh1)", lim (sinh x)* och lim(sinh$)*.

X—>0 X—>»00 X—>0

(3pvar)  (9p)

2. Lat f(x)=2x-arcsinx, xe[-11].
a) Rita funktionskurvan y = f (x) med angivande av konvexitet/konkavitet och

vérdemangden V. . (7p)
1
b) Ar integralen j aresin X gy konvergent eller divergent? Motivera val! (3p)
X~/ X

0

3. Bestam a sa att kurvan C:r =r(t) = (cosht —t, cosht +t), —a——>a har langden 4. (6p)

4. @) Visaatt In(1+1)>:L foralla x>0. (4p)
b) Bestam en primitiv funktion till f (x)=In(1+%)—-g= pa ]0,00[ och avgor med
hjalp harav om jf(x)dx ar konvergent eller divergent. (6p)
0
c) Visa att h(x):(lJr%)X ar injektiv pd ]0,00[ och berdkna Dh™*(2). (4p)

x2(2+sin%), dd x=0

5. Lét f(x):{

0 , dd x=0
a) Ar f deriverbar i origo? Ar f’ kontinuerlig i origo? Motivera val! (5p)
b) Visa att f har ett strangt lokalt minimum i origo, men att f inte &r avtagande i
nagot intervall ]-&,0[ och inte vaxande i nagot intervall ]0,&[ (&>0). (4p)

6. Lat f:IR — R varaderiverbarpa Ja,b[ (a,beR,a<Db).
Visaattom f'(x)=0 forvarje xe]a,b[ sdéar f konstant pd ]a,b[. (5p)

7. Visaatt om en funktion f:IR — R &r kontinuerlig pa [a,b] (a,beR,a<b)
sa ar f integrerbar 6ver [a,b]. (7p)

Betygsgréanser: 24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget 4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen inledande matematisk analys
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uppg. 1

L 0. da # — oo och siledes (alltid "da  — oco" i det foljande)

:mh(%) —s 0+ = In (sinh %) o0 = zln (sinh %) PN
xln(sinh %)

— (sinh l)x =e — 0;

1 (smhx = ( (3-2e2)) =141l -4e*)—1+40
1y

(sinhz) ¢ (e ar kontinuerlig);

LIn (sinh 1) = sinh (1) In (sinh 1) — 1.0, ty hm S”;ht =cosh (0) =1

T
sinh(%)

och tli%l tlnt =0, alltsd (sinh 1)* = exm(simh ) 0 _
—0+ P A
svar: 0 resp. € resp. 1]
uppg. 2
a) f &r kontinuerlig och udda, for 0 < x < 1 giiller
flla)=2— L — 2T _ 4(1-a®)-1 3—da?
- -2 = VI-a® T VI-2?(2V1-a22+1) \/7(2\/ﬁ+1)
>0 da z< 3
= f'(z 2 — f antar pa [0,1] i ¥2 ett storsta
f<>{<0d”>ﬁ f antar pa 0,11 %

virde f (?) =3 - . [ (2) = 7(1 ”32)5 < 0, det ger att f &r stringt
konkav i [0, 1]. Eftersom f &r udda har vi &ven: f #r str. konvex i [—1, 0],
antar pa [—1,0] ett minsta viirde f (—?) = —v3+ Z och 0 4r inflexions-
punkt; f (?) dr f:s storsta viirde ty f (?) >0> f(-1)=—-2+7,
satsen om mellanliggande virden ger da (f dr kontinuerlig) att

Vi=[-V3+5.v3-1]

y=2-x — arcsin(x)

06
0,4

0,2

20,2

-0,4

-0,6




b) Enligt a) #r f(z) >0 for = €[0,1] (f &r str. viixande i [O, *2[] alltsa

f(z)> f(0)=0dar; f &r str. avtagande i [?, 1] alltsa
f(z)>f(1)=2-7F >0 dir), alltsé giiller arcsinz < 2z och dérmed

0< M;i}‘l”” < ﬁ for x € [0, 1] f fdx ar konvergent, jamforelsekriteriet

—

inx

ger att da dven f Zdx &r konvergent.

0
svar:

’a)f ér konvex i [—1,0], konkav i [0,1], Vs = [-v3 + Z,v/3 — 2] b) konvergent

uppg. 3
r(t) = (cosht —t,cosht +t) = |7/ (¢)| = |(sinht — 1,sinht + 1)| =
=2 smh2 t+2= \[cosht kurvans langd ar alltsa

f |7 (t)| dt =[jimn integrand]= 2\ff coshtdt = 2y/2sinha = 4 <
sinha = v2 <= a = arcsinhv/2 = In (\/ﬁ—i- (\/5) —|—1> =1In (\/?—i— \/?:)
[ —e =22 = (%)’ —2V2e" =1 (e® — \/5)2 =3..].

Kurvan ser ut s& (ritad dubbelt sa lang)

kurvan © med langd &

svar: a = In (V2 + v/3) ‘

uppg. 4
Visitter f(z)=In(1+21)— H%
a) f'(@) = 1i% (=22) + (1+1x)2 - _w(zl+1) T (1+1z)2 = £(1+£)2 <0 forz >0,

— f #r str. avtagande, alltsd f(x) > lim f(z) =Inl1—-0=0 for = > 0.
Tr—00



b) ff dx—partlnt]—a?ln( —&-%)—fx(lﬂ flﬂﬁdm—
:xln(l—i—g)—i—c, vi tar F (z )—xln(l—i—z) da kan vi berdkna

x—0+

}f(a:)dx:F(l)— li%l F(z)=In2- lim (zln(l+2z)—zlnz) =
0 z—0+
=In2-(0-0)=1In2 och ?f(x)da:: lim F(z)-F(1)=

1 r—00

n(1+l
= lim M—IDZZI—IHZ [ty lim tln¢ =0 och lim%:l].
t—0+ h—0+

T—00 T

f f(x)dz och f f(z)dz &r alltsd konvergenta och dirmed &r
f f(z)dz = ff )dz + [ f(z)dz konvergent (med virdet 1).
0 1

c) Enligt a) och b) &r h(z)= (1+ %)m =ef'®) och b/ (z) = @ F (z) =
=@ f(z) >0 for o >0, h ar alltsa stréingt vixande och didrmed injektiv
pa ]0,00[ och Dh=1(2) = v (a dar h( )=(1+ %)a =2, dvs. a =1, alltsa

Dh~t (2) = eF(I}f(l) = <1n2_,) - 2ln2 1°

svar: b) zln (1+ 1), [ f (z)dw &r konvergent  ¢) 315
0

uppg. 9
f(0)=0 och f(z)=a?(2+sinl) for z #0.
a) f &r deriverbar i 0 ty hn%) £=)=/©) f(o) hma: (24sind)=0=f(0)

(faktorn 2 + sin L &r begransad faktorn x gar mot 0), men f’ &r inte
kontinuerlig i 0 ty f'(z) =2z (2+sind) —cosl och t.ex.

lim f' (57) =0—1# f(0).

n—oo

b) f(z)=2?(2+sinl) >0for z #0 (sinT < 2), det visar:
f(0)= O dr f:s minsta viirde (stringt); vore f avtagande i nigot
intervall |—¢, 0] och viixande i nagot intervall |0,¢[ (¢ > 0) s& vore f’' (z) <0
for alla © € |—¢,0[ och f/ (z) > 0 for alla x € ]0,¢[ (f &r deriverbar), men
det &r inte mojligt ty for varje € > 0 finns n € N sa stort att % <e (ty

%—>Odz‘in—>oo) da har vi ﬁ ]—¢,0[ med f (m) =

= @iz T 1> 00ch 5 €]0,e[ med f' (5,7) = ;% — 1 <0, alltsa kan f
ej vara avtagande i nagot intervall |—&, 0] och ej viixande i ndgot intervall
10, 5[ Eller visa det direkt: f dr inte viixande i ]0,¢[ ty vilj n € N s& stort

1 1 .
att = <€ochx1 W,:@:m,daarxl,:@e]o,e[,xl<x2

Analogt for ]—5,0[. vsv
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