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1 Inledning

Denna samling av matematiska definitioner och satser berér matematisk ana-
lys i en variabel. Innehallet ar ur kursen Inledande matematisk analys, som
undervisas under forsta lasaret pa Teknisk fysik och Teknisk matematik pa
Chalmers tekniska hogskola.

Vid eventuella synpunkter eller identifierade fel, kontakta gérna robi-
and@student.chalmers.se.



2 Definitioner

2.1 Definition av en funktion

En (reell) funktion f med definitionsméangd Dy ar en regel som for varje
x € Dy ger ett entydligt bestamt virde y = f(x). Mangden av alla mojliga
y, d.v.s. alla varden f antar, kallas vardemangden for f och betecknas V.

2.2 Definition for kontinuitet
En funktionen f ar kontinuerlig i x (z € Dy) om gransvardet
lim f(x+ Az)— f(x) =0
Az—0
f ségs vara kontinuerlig om f &r kontinuerlig i alla € Dy.
Om f inte &r kontinuerlig i € Dy sa ar den diskontinuerlig i x.
2.3 Definition for kontinuitet i en punkt och mangd

f : Df — R
xo € Dy,x¢ hopningspunkt till Dy

Definition:
f kallas kontinuerlig i punkten xy om
3 lim f(x) = [(x0)
Definition:

f kallas kontinuerlig i D om
f éar kontinuerlig i z Va € Dy

2.4 Surjektion
f: X—=Y
f kallas surjektiv om

VyeY dzeX: f(x)=y tex. y = 2°

2.5 Injektion
f: X—=Y
f kallas injektiv om

x1 # 19 = f(x1) # f(22) t.ex. y = 2% ar ej injektiv



2.6 Bijektion
f kallas bijektiv om den ar bade injektiv och surjektiv. = t.ex. y =2z + 1

2.7 Definition av en deriverbar funktion
f:Dy+— R

xo inre punkt for Dy, d.v.s. zp ligger i Dy tillsammans med en hel
omgivning.
def: f kallas derivarbar i o om:

Om gransvéirdet (ovan) existerar), sa kallas det f : s derivata i xy och
betecknas med f'(zy).

2.8 Ett standardgransvirde

Definition av ett grinsvdrde

def :
f: D; — R xo hopningspunkt till Dy
xli_)rgo flz)=¢  om,

Ve >030.>0:Ve € Dy, 0<|z— x| <. gdller |f(z) — (| < ¢



3 Satser

3.1 Faktorsatsen for polynom

Beviset visas at tva olika hall. Forst bevisas det at hoger vilket indikeras med
en lang hogerpil, sedan bevisas det at andra hallet vilket indikeras med en
lang vansterpil.
P(z) = (z — a)Q(z),deg Q = deg P — 1
Bevis
_—

Givet : P(a) = 0. Att bevisa: P(x) a8 (x — a)Q(x)
Vi vet att: P(z) = (x — o) Q(z) + R(x), deg R < deg (v —a) =1
————

£0

= R = konstant
Satt: z = «

\}1(?_2: (a—a)Q(a)+R=R=0= P(x) = (z — a)Q(z) O

—
Givet : P(x) = (z — a)Q(z), dd P(a) = (o — a)Q(a) =0

=« nollstalle till p O

3.2 Eventuella rationella nollstallen till polynom

Sats:
Det finns inget rationellt tal vars kvadrat ar 2.
Bevis:
2 —2=0

Eventuella rationella rotter ar da £+1, £2.
Inséttning av dessa rotter visar att z2 — 2 # 0.

= P rationella rotter O



3.3 Binomialsatsen
(@+0)"  (a+b)#£0

Om a = b = 0 ar detta ointressant, sa lat oss siga:

a#0

(a+b)n:<a<1+2>>n:an<1+Z>n:a”(1+x)” x:Z

(14 z)" ar ett polynom av grad n.

Newtons Binomialsats:

(1+2z)" =1+ <711>;c+ (Z):ﬁ + .+ (Z)xk—l— A (nﬁ 1>x”1 + 2"

reR C C(OK!),neN

def: -
(n) _ n(n—1)(n—2)....n— (k —1))
k 1-2-3-...-k

k!

n\ nn-1)..n-k+1) (n—k)-..-1 n!
(k;) B k!  n—k)! Kl(n—k)

Vi inleder med bevis for tva hjilpsatser som kommer att anvindas under
beviset av Newtons binomialsats.

Hjilpsats 1: (;;) - (nﬁk) k=1,2,..n—1

Bevis:

n n! n! n
<n - k) T m—k)n—(mn—k)  Kn—k! (k:) -

L) -t () (-0)

Hjalpsats 2: (Z) = (Zj) + (ngl) k=1,2,..n—1
Bevis:

(Z ) i) * (n 5 1) = 1()7 _&ﬁf T (in—_ﬂ! B

((n=1)—(k=1)) (n=1)=k)
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:W—i—(n—]{)(n—l)!:n(n—l)! _ n! :<n> O
El(n — k)! Elln — k)t Kl(n—k)!

Nu foljer beviset av sjdlva binomialsatsen:
I Undersok n =1

VL=0N+z)=1+2z

1
HL = <g>x0—|— <1>x:1+x

VL=HL forn =1 0K!
11 Antag att U(m) sant for nagot tal m
(I+2)" = Z (m) b
o \k
11 Ar d& pastdendet sant for n = m + 12 d.v.s. nistféljande tal

(1 + a:)m+1 — (1 + x)m . (1 + x) ind.antggandet (1 + IL’) . Z (ZZ) i .Z‘k —
k=0

:iC?) -(xk~|—ask+1)=§: 7:) x’f+§:<z> Pt =

k= k=0 k=0

& B0 E )0 E L)

k=0

() £ () )

:(m;rl) (hjilpsats 2)

:1+Z<m;—1

k=1

> . xk’ + xm-i—l ]
= Enligt induktionsaxiomet &r pastaendet sant for alla n € N

3.4 Rakneregel for gransvarden

Detta ar ett bevis for en rakneregel for gransvarden.
Sats:

lim f(z) =L lim g(z) =4

Tr—xTQ T—rT0



=3 lim (f(x)+g(x))=L+1¢
Bevis:

Ve >030, >0:Ve e DN DN\{zo}:
o — @l <6, | (f(@) + g(2) — (L+ O] <e.
Tag e > 0.

((f(z) +g(x)) = (L+ O = [(f(x) = L) + (g(x) = 0)]

<

tm’angel;likheten

< [f(x) = LI+ [g(x) — 1.
(¢ > 0 redan valt)

Jpe >0:Vae D\{zo}: |z — x| < e, | f(x) — L] <,

dn. > 0:Va e D\{xo} : | — 0| <2, |g(z) — (| <e.
Vilj 6. = min(pue,n.), da giller

Vo € DN D\{xo} : |z — 0| < 9.

= |f(z) — L| <eoch|g(z)—¥ <e
V€ Dy D\ o} : o — a0l < b, | (@) + g(w)) — (L +0)] <
< 1f(@) = Ll + lg(a) — €] < 2¢
= 3 lim (f(z)+g(x))=L+¢0

3.5 Talfoljden vars griansvirde kallas e

Sats: Foljden a,, =

1 n
(1 + > ar vixande och uppat begriansad (f(n)
n

ay).
Bevis:
7a, vixande < a, < a,.1Vn € N
1 n+1 n+2\" (n+2 n
Un+1 _ <1+T+1) _ (TII) (TL) _ (1+ 1 > n(n +2) _
T (N A\
1 n?+2n+1-1\" 1 1 "
1 . =11 1-— >
< +n+1> ( n?+2n+1 ) ( +n—|—1>< (n—|—1)2> >



(Vid *, bernoullis olikhet. z = — CFSIE > —1.)

1 n n 1 n
> (1 i ) =1 - -
_<+n—|—1)< <n+1)2> 12 ntl (ntl)p

n>+2n+1-n —n-n 1
=1+ =14+——-=>1
(n+1)3 (n+1)3
= f6ljden ar vixande!
Men é&r foljden uppat begriansad? 74C :a, < CVn € N.
1 n 1 nn-1) 1
1+ ) =14 g AT 2y
(+n) +1 n+ 1.2 n2+ +
1
an—1) - (n—k+1) 1 1 1(1-1)
=t l—==14+1+ —— 4 ..
k! nk+ * n" L 1.2 *
11-H(a-2) 1(1-1%)-. (1-%2) 1
n n n n . 7<
+ 1-2-3 + k! + +n"_
S L I I
- 1-2 1-2-3 1-2 E 7 1-2-...-n
copio oy by
2 2-2-2 1-2-...-2 7 1.2l =
—
k-1
n—1
1 1-(3)
=04 — 2 3
ty o
= {a,}o2, vixande och uppat begrénsad av 3
= 3 lim a,(<L 3) O
h—o00
def:
: "
e = lim <1+)
n—o0 n

3.6 Deriverbarhet implicerar kontinuitet

Sats:

Om f ar deriverbar i zy, sa ar f kontinuerlig i .
Bevis:
Givet: - 3 lim %) = f(20)

T—T0 xr — ZEO

10



? lim f(z) = f(xo) (Kontinuitet i xq)

T—T0

Ve>030.>0: Vo € Dy, 0< |x— x| <.
f(x) — f(20)

géller P f(zo)| < e
=
e < f(ﬂ?) —f(l'o) _f/(xo) <&
T — X
<~
f(zg) —e < W < f(wo) + ¢

x> %o (f'(z0) — )(x — w0) < f(x) = f(x0) < (f'(w0) +&)(z — )
r<zo  (f(w0) =) —x0) > f2) = f(w0) > (f'(w0) + &) (2 — 20)

Instangningsregeln ger nu:

z>x0  (f'(w0) —e)(w —x0) < fz) — flw0) < (f'(20) +€)(7 — 70)

z<zo  (f'(w0) —e)(w—m0) > fz) — flzo) > (f'(x0) +€)(7 — 70)

= f(z) — f(zg) — 0ty VLAHL — 0

= f kontinuerlig i xg O

3.7 Kedjeregeln

Sats: Om f ar deriverbar i g(zg) och g ar deriverbar i xg, sa 4r den samman-
satta funktionen f(g(z)) deriverbar i xg, och (feg)(zo) = f'(g(0)) - ¢’ (o).
—_————

feg
Bevis: Vi vet att:

A= f(g(x0)) : fg(wo) + k) — f(g(xg)) = Ak + key(k), dar &, — 0

AB =g (x0): g(xo+ h) — g(xg) = Bh + hea(h), dar e, — 0
13C: f(g(xo+ h)) — f(g(xo)) = Ch+ he(h), dar e — 0

11



Lat k = g(zo + h) — g(z0)
f(g(xo +h)) — fg(xo)) = f(g(xo) + k) — f(g(x0)) = Ak + k- e1(k) =

= A(g(zo+ h) — g(x0)) + (9(xo + h) — g(x0)) - €1(k) =
= ABh+ Ah - e5(h) + (Bh+ h - 3(h)) - e1(Bh + h - £5(h)) =

—0 —0 —0 k
—— —~
=e(h)

Satt: k= Bh+h-ey(h) — 0
h—0

= ¢(h) P 0= 3(fog)(x0) =A-B= f'(g(x0)) - g'(w0) U

3.8 Derivatan av en invers funktion

Sats:
f: Dy — Vy, 3 [~ kontinuerlig

To € Df, E|f,<5(]0) 7é 0
f(@o) = yo

=3 (Y () =

f'(xo)

Bevis:

f o+ k) — f (o) 2 3lim f o+ k) — f ()
k k—0 k

f (o) = 20 < f(20) = yo
o+ k)=ap < f(ze) =yo+ k
Lat zp = 2o+ h, d.v.s. lit h =z, —xo = f(yo + k) — f (o)

Alltsa:
S o+ k) — f(wo) h B
k ~ flzo+h) = flzo)
1 1 -
o+ ) = f(@o) mb (o)
h e

12



3.9 Derivatan av exponentialfunktionen

—0

——
T __ Lo r — To _
e e :exo.e 1 o0 0
xr — X xr — X T—T0
——
—0

3.10 Derivatan av nagra trigonometriska funktioner
Hirledning av D(sin(z))

£(2) = sin(a) sin(z) — sin(a) _ 2 - sin (:E —on) - COS (55 —;$0> )

r — X9 r — Xy
. (T — Xo
Sin
T + o 9 T+ g
= COS . =COS|———] — COSXy
2 T — Zo 2 T—T0
2
———
—1

3.11 Om derivatan i lokala extrempunkter

Sats (Fermat’s sats): f: Dy — R, 2 inre punkt i Dy.
f har lokalt extremum, f deriverbar i z;.

= fl(ﬂio) = 0
Bevis:

i 1@ = f(a)

T—TQ xr — xo

= f'(xo)
Séag att f(x) har lokalt maximum i zy, enligt definition da:

30 >0: f(z) < f(zo) Vo : |z — 20| < O

(xg — 0,20 + &) < Dy for tillréckligt litet 6 > 0, ty o inre punkt till Dy

lim f(z) — f(zo) — lim f(xo+h) — f(xo)

T—T0 T — I h—0 h
WLOG, |h| <6 = |(xg+h) —zo| <9
= f(zo+h) — f(zo) <0  Vh:|h| <§

13



flzo+ h) — f(xo) >0, forh<D0.
<0, for h > 0.

= Lim f(%‘i‘h)—f(xo)go ~ lim f@o—i‘h)—f(xo)zo
e e ) - fa) h (1)
- hig(l) : h = F'(wo)
= f'(wo) > 0 och f'(z9) <0 = f'(x0) =0 ]

Ekvation (1) kan skrivas pa ett snyggare sétt om 6nskat med en klammer,
dar sista gransvardet skall sta ensamt till hoger om de andra tva.

3.12 Medelvirdessatsen (Lagrange)

Detta bevis genomférs med hjilp av tva andra satser. Vi borjar med att
formulera satserna Rolles sats vilket foljs av ett bevis, det beviset visas se-
dan med hjalp av Weierstrass sats. Efter det foljer beviset for Lagranges
medelvardessats.
Rolles sats:

f:lab) — R

f kontinuerlig i [a,b], f deriverbar i (a,b)
f(b) = f(a)
=3¢ (ab): f(§)=0

Bevis for Rolles sats:
Vi har tva foljande fall:

1. f = const. = f(a) = f(b)
= f"=(0)1(a,b)
2. f # constant
= Jxg € (ab) : f(zo) # f(a) = f(b)
WLOG f(x) > f(a) = f(b)

Sats ( Weierstrass):
En kontinuerlig funktion pa ett slutet och begransat intervall antar bade
ett storsta och minsta véarde i intervallet.

= Jx; € [a,b] : f(x1) = max f(x), z € [a,]

14



T # a,x1 # b, ty f(z1) = fzo) > fla) = f(b)
= 1 ar inre punkt, x; € (a,b)

= f har lokalt maximum i den inre punkten
r1 = (1) =0, tag £ = 14

Nu foljer Lagranges medelvardessats:

Sats:
fiab — R
f kontinuerlig i [a,b], 3 f i (a,b)
jﬂfem@:f@y:ﬂ2:£W)
Bevis:

Vi kommer att konstruera en funktion ¢ som uppfyller villkoren i Rolles
sats och som ar "néra slikt”’med f.

k = riktningskoeffecienten = f(bl)):(]:(a) Yy = W - x+m
r=a: f(a)= f(bl)):é(a) a+m
v=f@)+ OO )
o(x) = f(z) — fla) — f(b[)) : i(a) (x — a), p(z) kontinuerlig i [a,b]
(

~f(b) — fla)
b—a

o) = 1)~ fl@) - TU =Ty _ay g

= ¢ uppfyller villkoren i Rolles sats = 3£ € (a,b) : ¢'(§) =0

Ja) = o) - LI, g - SOZT@

(a—a)=0

15



3.13 Om derivatan for en funktion ar noll pa ett inter-
vall, si ar funktionen konstant pa detta intervall

f:I—R 3 f" i det inre av I f kontinuerlig i I.
Fr=0il
f=Cil.

Bevis:
Tag x1,29 € 1.

f(%) - f(xz)

T1 — T2

=) =0= f(x1) = f(zy) = f=CO

= J¢ mellan xq,25 :

3.14 Bolzano-Weierstrass’ sats

Om f &r kontinuerlig i ett slutet och begréinsat intervall sa antar f bade ett
storsta och minsta varde 1 intervallet.

3.15 Partiell integration (primitiva funktioner)

f, g ar sadana att derivator och integraler finns.
[ @y de = f@)glw) - [ f(2)

VLY = (HL)

I bade VL och HL stér det en integral som tar hand om konstanterna.
D(VL >def F(@) - g(x)
D(HL) = D(f D / 2)d (z >:
= f'(z)g(z) + f(z)g'(z) — f(z)g'(z) = D(VL) O

Bevis:

3.16 Variabelsubstition (primitiva funktioner)

Givet en funktion f, F ar primitiv till f, g.
/ £y 2)dz + C

Bevis:



3.17 Integralkalkylens medelviardessats
fiab] — R, f kontinuerlig i [a,b]

> 3¢elat]: [ fla)de = f(Qb-a)

Bevis:
f kontinuerlig i [a,b]
= J bade ett storsta och minsta varde for f i [a,b] enligt Weierstrass sats.
M =max f(z), m =min f(z)
xz€(a,b| z€[a,b]
b b b
. tym, f,M integrerbara
=m < f(z) < Mi|a,b] = /mdxg/f(x)de/Mdm

b
tyflda::(b—a)

b b
enl.lineariteten a
/mdx = m/ldx = m(b— a)
a a

Detsamma géller for M

b b
/Mda::M/lda::M(b—a)

: [ /(@) da
:m(b—a)§/f(x)dx§M(b—a):>m§a7§M
N—— N—— b—a
>0 @ >0 ‘T

Alltsi: m<p<M”™ och M a1 fyd fvirden 3¢ € [ab] : f(§) = p.
Enligt satsen om mellanliggande véarden, ty f ar kontinuerlig.

b

[ f(z)de b
=t = J(©) = [ f@)dz = J©)b - )
for nagot £ € [a,b] O

17



3.18 Integralkalkylens (analysens) huvudsats
fiab] — R, f kontinuerlig i [a,b]

= F(z) = /f(t) dt &r en primitiv funktion till f i [a,b]

Bevis:
AF = f
z+h x
F(ZIZ’ + h) - F(Z)ﬁ') def. for F af f(t) di — ({f(t) dt
h - h B
b c b T x+h T
tny:achff) Frarde+ T f)dt — J gy
L - —
1 x+h

ontinuerli 1
— / f(t)dt =00 kontinuerlig —f(&)(x+h—x) & ligger mellan x och z+h

enl.int.kalk.medelv.sats. h

= f(¢) — f(x) ty f ar kontinuerlig

h— 0= & — x, ty £ ligger mellan x och = + h

Omb<a:
b a
[ f@yde =~ [ fl@)de = —f(©)(a=b) = FB-a)
OK,b<a

funkar &ven for h < 0.

= JF'(z) = f(x) O

3.19 Jamforelsesatsen (generaliserade integraler)

f.g:la,00) — R, f,g ar kontinuerliga
0 < f(z) < g(x) Ve € [a,00)

=1 Om / g(x)dz &r konvergent sa ar aven / f(z) dz konvergent

II. Om / f(z)dz ar divergent sa &r aven / g(x) dx ocksa divergent.

18



Bevis: [. Givet: [ g(z)dz konvergent.

o0

F(p) = /f(a:) dz < /g(:z:) dz < g(x)dx = A (ett tal)

ty 9>0
a

——
vaxande funktion

F(p) vixande; uppat begriansad av A

p—o0

= 3 lim F(P) = /f(x) dz = /f(x) dz ar konvergent.
I1. Antag motsatsen, / g(x) dx konvergent

= enligt 1. / f(z) dz konvergent, motségelse! O
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