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Tentan rättas och bedöms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfället.

1. Betrakta funktionen f(x) =
6

x+ 1
för 0 ≤ x ≤ 5. L̊at p(x) vara interpolationspolynomet

som interpolerar f i punkterna x = 0, x = 3, x = 5.

(a) Bestäm interpolationspolynomet p(x). (2p)

(b) Generellt gäller för interpolationsfelet att

pn(x)− f(x) = −f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn),

där ξ ligger n̊agonstans mellan {x0, x1, . . . , xn, x}. Använd detta tillsammans med
lämplig skattning av f (n+1)(ξ) för att uppskatta interpolationsfelet i x = 1 och jämför
med exakt |pn(1)− f(1)|. (2p)

(c) Vad innebär Runges fenomen? (1p)

(d) Uppskatta
∫ 5
0 f(x)dx med hjälp av funktionsvärdena i x = 0, x = 1, x = 3, x = 5.

Använd Trapetsregeln p̊a intervallet [0, 1] och Simpsons regel p̊a intervallet [1, 5]. (3p)

Lösning:

(a) Vi har 3 punkter s̊a vi behöver ett andragradspolynom. Newtons form är p(x) =
c0 + c1x+ c2x(x− 3). Interpolationsvillkoren ger

6 = f(0) = p(0) = c0
3
2 = f(3) = p(3) = c0 + c13

1 = f(5) = p(5) = c0 + c15 + c25(5− 3)

Detta ger c0 = 6, c1 = −3/2, c2 = 1/4, s̊a interpolationspolynomet blir
p(x) = 6− 3

2c1x+ 1
4x(x− 3) = 6− 9

4x+ 1
4x

2.

(b) För v̊art fall f̊ar vi

p2(x)− f(x) = −f (3)(ξ)

3!
x(x− 3)(x− 5).

Derivatorna blir f (1)(x) = −6(x+1)−2, f (2)(x) = 12(x+1)−3, f (3)(x) = −36(x+1)−4

som är till beloppet avtagande p̊a intervallet. Därför f̊ar vi |f (3)(x)| ≤ 36 vilket ger

|p2(3)−f(3)| = |f (3)(ξ)|
3! |1(1−3)(1−5)| ≤ 36

6 ·8 = 48. Riktiga felet blir |p2(1)−f(1)| =
|4− 3| = 1. Allts̊a ger feluppskattningsformeln en ganska grov överskattning av felet.

(c) Runges fenomen innebär att interpolationsfelet mellan interpolationspunkterna kan
bli stort framförallt nära ändpunkterna. Felet blir större ju högre gradtal man väljer.
Problemet kan motverkas genom att h̊alla gradtalet l̊agt och fördela interpolations-
punkterna tätare nära ändpunkterna.
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(d) Trapetsregeln
∫ b
a f(x)dx ≈ b−a

2 (f(a) + f(b)) p̊a [0, 1] ger∫ 1

0
f(x)dx ≈ 1

2
(f(0) + f(1)) =

9

2

Simpsons regel
∫ b
a f(x)dx ≈ b−a

6 (f(a) + 4f
(
(a+ b)/2

)
+ f(b)) p̊a [1, 5] ger

∫ 5

1
f(x)dx ≈ 4

6
(f(1) + 4f(3) + f(5)) =

20

3

Totalt f̊ar vi
∫ 5
0 f(x)dx ≈ 9

2 + 20
3 = 67

6 .

2. L̊at V = C[0, 1] vara vektorrummet av reella kontinuerliga funktioner p̊a intervallet [−1, 1].
L̊at U vara underrummet som spänns upp av {1, t, 3t2 − 1, t2}.

(a) Visa att

⟨p(t), q(t)⟩ = 1

2

∫ 1

−1
p(t)q(t)dt.

är en skalärprodukt p̊a V . (3p)

(b) Avgör ifall {1, t, 3t2 − 1, t2} utgör en ON-bas för U . Om inte, bestäm en ON-bas. (3p)

(c) Bestäm ortogonalprojektionen av p(t) = t4 p̊a underrummet U . (2p)

Lösning:

(a) Den är symmetrisk: ⟨p(t), q(t)⟩ = 1
2

∫ 1
−1 p(t)q(t)dt = ⟨q(t), p(t)⟩, linjär i första ar-

gumentet: ⟨ap(t) + br(t), q(t)⟩ = 1
2

∫ 1
−1(ap(t) + br(t))q(t)dt = a1

2

∫ 1
−1 p(t)q(t)dt +

b12
∫ 1
−1 r(t)q(t)dt = a⟨p(t), q(t)⟩+b⟨r(t), q(t)⟩. Vi har även ⟨p(t), p(t)⟩ = 1

2

∫ 1
−1 p(t)

2dt ≥
0. P̊a grund av kontinuitet f̊ar vi även att likhet endast kan gälla om p(t) = 0 p̊a he-
la intervallet. Utan kontinuiteten hade p(t) kunnat vara nollskild p̊a t.ex. enstaka
punkter. Vi drar slutsatsen att det är en skalärprodukt.

(b) Vi ser direkt att t2 är en linjärkombination av 3t2 − 1 och 1. Därför är den givna
listan inte en ON-bas, men de tre första skulle kunna utgöra en bas. Beräkning av
resterande skalärprodukter ger

⟨1, t⟩ = 0, ⟨1, 3t2 − 1⟩ = 0, ⟨t, 3t2 − 1⟩ = 0,

⟨1, 1⟩ = 1, ⟨t, t⟩ = 1

3
, ⟨3t2 − 1, 3t2 − 1⟩ = 4

5
.

Ortogonala nollskillda vektorer är linjärt oberoende, s̊a {1, t, 3t2 − 1} en ortogonal

bas för U . Normering ger en ON-bas {e1, e2, e3} = {1,
√
3t,

√
3
2 (3t2 − 1)}.

(c) Projektionen av p(t) = t4 p̊a U är

⟨p(t), e1⟩e1 + ⟨p(t), e2⟩e2 + ⟨p(t), e3⟩e3 =
1

5
e1 + 0e2 +

4
7
√
5
e3 =

1
5 + 2

7(3t
2 − 1) = 6

7 t
2 − 3

35 .

3. Betrakta begynnelsevärdesproblemet som ges av följande differentialekvation

x′′(t) + 5x′(t) + 6x(t) = 0

med begynnelsevillkor x(0) = −1 och x′(0) = 4.

(a) Formulera om problemet som ett första ordnings system. (1p)

(b) Lös begynnelsevärdesproblemet fr̊an (a) uppgiften med hjälp av diagonalisering. (4p)

(c) Är problemet stabilt? Motivering krävs. (1p)
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(d) Använd diagonaliseringen fr̊an (b) uppgiften för att beräkna vad Eulers bak̊at-metod
ger efter k iterationer med steglängd h = 1. (3p)

Lösning:

(a) L̊at y1 = x och y2 = x′, s̊a y′1 = x′ = y2 och y′2 = x′′ = −5x′ − 6x = −5y2 − 6y1. P̊a
matrisform f̊ar vi y′ = Ay med

A =

[
0 1
−6 −5

]
, y =

[
y1
y2

]
, y(0) =

[
−1
4

]

(b) Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet är det(A− λI) =

∣∣∣∣ −λ 1
−6 −5− λ

∣∣∣∣ = λ2 +

5λ+ 6 = (λ+ 3)(λ+ 2), s̊a egenvärdena blir λ1 = −3 och λ2 = −2.
Egenvektorer till λ1 = −3:[

3 1 0
−6 −2 0

]
∼

[
3 1 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor v1 =

[
−1
3

]
Egenvektorer till λ2 = −2:[

2 1 0
−6 −3 0

]
∼

[
2 1 0
0 0 0

]
⇒ Egenvektor v2 =

[
−1
2

]

Detta ger A = TDT−1 med T =

[
−1 −1
3 2

]
och D =

[
−3 0
0 −2

]
.

L̊at z(t) =

[
z1(t)
z2(t)

]
= T−1y(t). D̊a f̊ar vi z′(t) = Dz(t), dvs

{
z′1(t) = −3z1(t)

z′2(t) = −2z2(t)
.

De allmänna lösningarna är

{
z1(t) = c1e

−3t

z2(t) = c2e
−2t

.

c1 och c2 bestäms av Tz(0) = y(0) ⇔
[
−1 −1 −1
3 2 4

]
⇒ c1 = 2, c2 = −1.

Lösningarna uttryckt i y blir[
y1(t)
y2(t)

]
= Tz(t) =

[
−1 −1
3 2

] [
2e−3t

−e−2t

]
=

[
−2e−3t + e−2t

6e−3t − 2e−2t

]
.

Svar: x(t) = y1(t) = −2e−3t + e−2t.

(c) B̊ada egenvärdena är negativa, s̊a problemet är stabilt.

(d) Eulers bak̊at-metod med steglängd h ger y(k+1) = y(k)+hAy(k+1) ⇒ (I−hA)y(k+1) =
y(k) ⇒ y(k+1) = (I−hA)−1y(k), där y(k) är lösningen efter steg k. Efter k iterationer
f̊ar vi y(k) = (I −hA)−ky(0) = (TT−1−hTDT−1)−ky(0) = T (I −hD)kT−1y(0). Fr̊an

(b) har vi att T−1y(0) =

[
2
−1

]
. Vi f̊ar med h = 1

y(k) =

[
−1 −1
3 2

] [
(1 + 3)−k 0

0 (1 + 2)−k

] [
2
−1

]
=

[
−1 −1
3 2

] [
2 · 4−k

−3−k

]
=

[
−2 · 4−k + 3−k

6 · 4−k − 3−k

]
.

4. L̊at A =


2 −1 1
0 2 −1
0 −2 3
2 3 −3

 och b =


5
−4
6
−1

.
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(a) Bestäm en kompakt QR-faktorisering av A med hjälp av Gram-Schmidts ortogonali-
seringsprocess. (4p)

(b) Använd QR-faktoriseringen för att hitta en minstakvadratlösning till Ax = b. (2p)

(c) Bestäm minsta avst̊andet mellan b och V(A). (2p)

Lösning: L̊at A = [a1 a2 a3].

(a) Vi använder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. L̊at

u1 = a1, q1 =
u1

∥u1∥
=

1√
2


1
0
0
1

 ,

u2 = a2 − (q1 · a2)q1 =


−1
2
−2
3

−
√
2

1√
2


1
0
0
1

 =


−2
2
−2
2

 , q2 =
u2

∥u2∥
=

1

2


−1
1
−1
1

 ,

u3 = a3 − (q1 · a3)q1 − (q2 · a3)q2 =


1
−1
3
−3

− (−
√
2)

1√
2


1
0
0
1

− (−4)
1

2


−1
1
−1
1

 =


0
1
1
0

 ,

q3 =
u3

∥u3∥
=

1√
2


0
1
1
0

 .

D̊a är {q1,q2,q3} en ON bas för V (A).

Q1 = [q1 q2 q3] =
1

2


√
2 −1 0

0 1
√
2

0 −1
√
2√

2 1 0


Med rjj = ∥uj∥ och rij = (qi · aj) för i ≤ j f̊ar vi A = Q1R med

R =

2√2
√
2 −

√
2

0 4 −4

0 0
√
2

 .

(b) Problemet Ax = b har minstakvadratlösning som ges av Rx̂ = QT
1 b, dvs 2

√
2

√
2 −

√
2 2

√
2

0 4 −4 −8

0 0
√
2

√
2

 ⇒

 1 1
2 −1

2 1
0 1 −1 −2
0 0 1 1

 x̂ =

 2
−1
1


(c) Enligt konstruktion minimeras ∥r∥ av minstakvadratlösningen x̂. Residualen blir r =

Ax̂− b =


1
1
−1
−1

. S̊a ∥r∥ =
√
1 + 1 + 1 + 1 = 2.

Svar: Minsta avst̊andet är 2.

5. L̊at f(x1, x2) =
1
4x

4
1 − x1 + x2 − x1x2 + x22. Vi vill minimera f(x).

(a) Bestäm en sökriktning s med hjälp av Newtons metod med startpunkt x(0) =

[
1
−1

]
. (3p)
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(b) Utför exakt linjesökning i riktningen s fr̊an (b) uppgiften. (2p)

Lösning:

(a) ∇f(x) =

[
−1 + x31 − x2
1− x1 + 2x2

]
, H(x) =

[
3x21 −1
−1 2

]
Newtons metod gerH(x(0))s = −∇f(x(0)) ⇔[

3 −1 −1
−1 2 2

]
⇒ s =

[
0
1

]
(b) Linjesökningen innebär att vi vill minimera g(t) = f(x(0)+ts) = −3

4+(t−1)2. Vi söker
stationär punkt 0 = g′(t) = 2(t − 1). S̊a g′(1) = 0, g′(t) < 0 för t < 1 och g′(t) > 0
för t > 1, s̊a t = 1 ger minpunkten för linjesökningen. S̊a x(1) = x(0) + s = [1, 0]T .

6. Betrakta ekvationen 0 = f(x) = 4x − 2− x.

(a) Visa att ekvationen har minst en rot p̊a intervallet [0, 1]. (1p)

(b) Använd sekantmetoden för att bestämma x3 om initialvärdena är x0 = 0 och x1 = 1.
(2p)

(c) Som alternativ till sekantmetoden kan man tänka sig att skriva om problemet som

x = g1(x) = 4x−2 eller x = g2(x) =
ln(2 + x)

ln(4)
och använda sig av fixpunktsiteration.

Vilken av funktionerna g1 eller g2 är lämpligast p̊a intervallet [0, 1]? Motivera väl!
(Tips: ln(2) < ln(e) < ln(4).) (3p)

Lösning:

(a) Vi har att f(0) = −1 < 0 och f(1) = 1 > 0. Funktionen är kontinuerlig s̊a satsen om
mellanliggande värde ger att minst en rot existerar.

(b) Sekantmetoden ger

xk+1 = xk − f(xk)
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
,

x2 = x1 − f(x1)
x1 − x0

f(x1)− f(x0)
=

1

2
, f(1/2) = −1/2

x3 = x2 − f(x2)
x2 − x1

f(x2)− f(x1)
=

2

3
.

(c) En fixpunktsiteration xn+1 = g(xn) är lokalt konvergent mot en fixpunkt x∗ om

|g(x∗)| < 1. För v̊ara funktioner f̊ar vi g′1(x) = ln(4)4x och g′2(x) =
1

(2 + x) ln(4)
.

Funktionen g′1(x) ≥ ln(4) > ln(e) = 1 p̊a hela intervallet vilket inte ger konvergens.

Funktionen g′2(x) är avtagande p̊a intervallet s̊a 0 <
1

3 ln(4)
= g′2(1) ≤ g′2(x) ≤

g′2(0) =
1

2 ln(4)
<

1

2
för 0 ≤ x ≤ 1 vilket ger konvergens. S̊aledes m̊aste vi välja g2 för

att f̊a en konvergent metod.

7. (a) L̊at A vara en godtycklig m× n matris. Visa att N(AT ) = V(A)⊥. (3p)

(b) L̊at A vara en n × n matris och anta att matrisen har egenvärden λ1 ̸= λ2 med
motsvarande egenvektorer u1 och u2. Det kan eventuellt finnas fler egenvärden. Visa
att u1 och u2 är linjärt oberoende. (3p)

Lösning:

(a) Se sats 2.11 p̊a sida 77.

(b) Antag att de är linjärt beroende. Egenvektorer är inte nollvektorer, s̊a därför finns
µ ∈ R s̊a att u1 = µu2 ⇒ Au1 = µAu2 ⇒ λ1u1 = µλ2u2, men µu2 = u1, s̊a
λ1u1 = λ2u1 ⇒ λ1 = λ2 vilket motsäger λ1 ̸= λ2, s̊a u1 och u2 är linjärt oberoende.
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8. En 6 × 4 matris A har en kompakt singulärvärdesfaktorisering (SVD) A = U1Σ1V
T
1 med

Σ1 =


4 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2−40

.
(a) Bestäm egenvärdena för ATA. (1p)

(b) Använd matriserna U1, Σ1 och V1 för att konstruera en matris A+ s̊a att x = A+b
ger minstakvadratlösningen till Ax = b och visa detta. Att minstakvadratlösningar
uppfyller normalekvationerna anses välkänt. (4p)

(c) Beräkna konditionstalen för lösning med hjälp av normalekvationerna respektive A+

och förklara varför ingen av metoderna är lämplig för numeriska beräkningar. (3p)

(d) Beskriv ett bättre sätt att numeriskt approximera minstakvadratlösningen. (2p)

Lösning:

(a) Egenvärdena för ATA ges av kvadraten p̊a de singulära värdena. Vi f̊ar allts̊a λ1 = 16,
λ2 = 4, λ3 = 1, λ4 = 2−80.

(b) Moore-Penrose pseudoinvers ges av A+ = V1Σ
−1
1 UT

1 . Kolonnerna i U1 och V1 är
ortogonala vilket ger UT

1 U1 = I och V T
1 V1 = I. (Obs vi f̊ar inte U1U

T
1 = I.) Om x =

A+b f̊ar vi ATAx = (U1Σ1V
T
1 )TU1Σ1 V

T
1 V1︸ ︷︷ ︸
I

Σ−1
1 UT

1 b = V1Σ1 U
T
1 U1︸ ︷︷ ︸
I

Σ1Σ
−1
1︸ ︷︷ ︸

I

UT
1 b =

(U1Σ1V
T
1 )Tb = ATb. Allts̊a uppfyller x normalekvationerna s̊a det är en minsta-

kvadratlösning.

(c) Konditionstalet κ(A+) är kvoten mellan största och minsta singulära värdet av A+.

Dessa singulära värden kan läsas ur Σ−1
1 =


4−1 0 0 0
0 2−1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 240

. Konditionstalet är

allts̊a κ(A+) = 4 · 240 = 242. De singulära värdena för ATA = (U1Σ1V
T
1 )TU1Σ1V

T
1 =

V1Σ
2
1V

T
1 kan läsas ur Σ2

1 =


16 0 0 0
0 4 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2−80

. Allts̊a är konditionstalet κ(ATA) =

16 · 280 = 282. S̊a stora konditionstal är väldigt problematiskt i ett flyttalsystem, s̊a
b̊ada metoderna är olämpliga.

(d) Trunkerad singulärvärdesfaktorisering approximerarA väl. Motsvarande Moore-Penrose

pseudoinvers kan användas dvs A+
2 = V1


4 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

UT
1 istället. Konditionstalet

blir nu κ(A+
2 ) = 4.
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