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TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.
Upp till 10 bonuspoidng fran 2021 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina l6sningar, lamna ej in kladdpapper!

Poédngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller svarldsliga 16sningar.

Tentan rattas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

6
1. Betrakta funktionen f(z) = for 0 < x < 5. Lat p(x) vara interpolationspolynomet
x

+1
som interpolerar f i punkterna z =0,z =3, x = 5.

(a) Bestdm interpolationspolynomet p(z).

(b) Generellt géller for interpolationsfelet att

Fr(e)
pn(z) — f(z) = —m(ﬂc —zo)(x — 1) (2 — n),
déar ¢ ligger nagonstans mellan {xg,x1,..., 2y, x}. Anvind detta tillsammans med

limplig skattning av f("+t1)(¢) for att uppskatta interpolationsfelet i # = 1 och jamfor
med exakt |p,(1) — f(1)].

(c) Vad innebér Runges fenomen?
(d) Uppskatta f05 f(x)dx med hjilp av funktionsvirdena iz =0, x =1, z = 3, z = 5.
Anvénd Trapetsregeln pa intervallet [0, 1] och Simpsons regel pa intervallet [1, 5].

Loésning:

(a) Vi har 3 punkter sa vi behover ett andragradspolynom. Newtons form &r p(z) =
co + c1z + cox(x — 3). Interpolationsvillkoren ger

6= F(0) = p(0) =
5=F0B)=pB)=co+c13
1= f(5) =p(5) =co+ 15+ c25(5 — 3)

Detta ger ¢y = 6, ¢; = —3/2, co = 1/4, sa interpolationspolynomet blir
p(x) =6 — 3c10 + ta(x —3) = 6 — 2o + 122,
(b) For vart fall far vi

A
3!

p2(z) — f(z) = — z(z = 3)(z —5).
Derivatorna blir f()(z) = —6(z+1)"2, f@(z) = 12(z+1)73, f®)(z) = =36(x+1)*
som &r till beloppet avtagande pa intervallet. Dirfor far vi |f®)(z)| < 36 vilket ger
p2(3)— £(3)] = L2MOl1(1 - 8)(1-5)| < 3.8 = 48. Riktiga felet blir [pa(1)— £(1)| =
|4 — 3| = 1. Alltsa ger feluppskattningsformeln en ganska grov 6verskattning av felet.

(c) Runges fenomen innebér att interpolationsfelet mellan interpolationspunkterna kan
bli stort framforallt ndra dndpunkterna. Felet blir storre ju hégre gradtal man viljer.
Problemet kan motverkas genom att halla gradtalet lagt och fordela interpolations-
punkterna téatare néra d&ndpunkterna.
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(d) Trapetsregeln f; flz)dz ~ %52(f(a) + f(b)) pa [0,1] ger

Simpsons regel [ f(z)dz ~ Y5 (f(a) + 4 ((a+b)/2) + [(5)) pa [1,5] ger

5
[ f@yde = G +a5@) + 16) = 3
1

Totalt far vi f05 fla)de~ 3+ 2 =28

2. Lat V = C0, 1] vara vektorrummet av reella kontinuerliga funktioner pa intervallet [—1, 1].
Lat U vara underrummet som spianns upp av {1,¢, 3t2 —1, tQ}.

(a) Visa att

ar en skaldrprodukt pa V.
(b) Avgor ifall {1,¢,3t> — 1,42} utgér en ON-bas fér U. Om inte, bestim en ON-bas.

(c) Bestim ortogonalprojektionen av p(t) = t* pa underrummet U.

Loésning:

(a) Den dr symmetrisk: (p(t),q(t)) = %f_llp t)ydt = {(q(t),p(t)), linjar i forsta ar-
gumentet <ap< )+ br(t),q(®) = 3 [(a +br< )a(t)dt = aéfllp Ja(t)dt +
bi f (t)dt = a(p(t), q(t))+b{r(t), ()>.V1haraven<p( P _2f1p t)2dt >

O Pa grund av kontinuitet far vi dven att likhet endast kan galla om p(t) = 0 pa he-
la intervallet. Utan kontinuiteten hade p(¢) kunnat vara nollskild pa t.ex. enstaka
punkter. Vi drar slutsatsen att det dr en skaldrprodukt.

(b) Vi ser direkt att ¢? #r en linjirkombination av 3t — 1 och 1. Dérfor 4r den givna
listan inte en ON-bas, men de tre forsta skulle kunna utgora en bas. Berdkning av
resterande skaldrprodukter ger

(1,t) =0, (1,3t — 1) =0, (t,3t> = 1) =0,
1 4
(1,1) =1, (t,t) = 3 (3t2 — 1,3t — 1) = =

Ortogonala nollskillda vektorer &r linjart oberoende, sa {1 t,3t> — 1} en ortogonal
bas for U. Normering ger en ON-bas {e1, €2, e3} = {1,/3t, (3152 1)}.

(c) Projektionen av p(t) = t* pa U ér

(p(t), er)er + (p(t), e)ea + (p(t), es)es = ¢

3. Betrakta begynnelsevirdesproblemet som ges av foljande differentialekvation
2" (t) + 52/ (t) + 6z(t) = 0
med begynnelsevillkor z(0) = —1 och 2/(0) = 4.

(a) Formulera om problemet som ett forsta ordnings system.
(b) Los begynnelsevérdesproblemet fran (a) uppgiften med hjilp av diagonalisering.
(¢) Ar problemet stabilt? Motivering krévs.
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(d) Anvénd diagonaliseringen fran (b) uppgiften for att berdkna vad Eulers bakat-metod
ger efter k iterationer med steglingd h = 1.

Lo6sning:

(a) Lat y1 =z och yo = 2/, sa ¢y} = 2’ =y och vy = 2" = —52/ — 62 = —5ys — 6y;. Pa
matrisform far vi y’ = Ay med

O s

(b) Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet ar det(A — A\I) = ‘ :é _ 51_ \ ‘

5A+6 = (A +3)(A + 2), sa egenvirdena blir A = —3 och Ay = —2.
Egenvektorer till A} = —3:

3 110 3 1|0 -1
[6 QO]N[O 00]:>Egenvektorv1—[3]

Egenvektorer till Ao = —2:

2 110 2 110 -1
[—6 —BO]N[O OO]iEgenvektorVQ—[2]

=2+

-1 -1 -3 0
_ -1 _ _
Detta ger A =TD1 medl—[3 2]ochl)—[o _2].

Lat #(t) = [28 ] — T-ly(t). Da far vi 2/(t) = Da(t), dvs {

1) = cie—3t
De allménna l6sningarna &r {Zl( ) =cie
c1 och ¢ bestdms av Tz(0) = y(0) <

Losningarna uttryckt i y blir
y(t)] -1 1] 2e3t ] [—2e 4o
|:y2 (t) :| - TZ(t) - |: 3 2 _6—2t - 66—3t _ 26_2t :
Svar: z(t) = yi(t) = —2e73 + 72,

(c) Bada egenvirdena dr negativa, sa problemet &r stabilt.

(d) Eulers bakat-metod med steglingd h ger y*+1) = y(*¥) 4 p Ay(E+1) = (1—pA)y+1) =
y k) = yk+1) — (I— hA)*ly(k), dir y® &r 16sningen efter steg k. Efter k iterationer
far vi y®) = (I — hA)~Fy© = (177~ — hT DT~ *y) = (I — hD)*T~1y(©) . Fran

(b) har vi att T~ 'y(©) = [_21] Vi far med h =1

J) [—31 —21]] [(1 J;OB)k ’ +02)_k} {21] _ [—31 —21} {2';_,5]
_ [_2-4— +3” }'

6-47k -3k
2 -1 1 5
. 0o 2 -1 4
4. Lat A = 0 —2 3 och b= 6
2 3 =3 -1
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(a) Bestdm en kompakt QR-faktorisering av A med hjilp av Gram-Schmidts ortogonali-
seringsprocess.

(b) Anviand QR-faktoriseringen for att hitta en minstakvadratlosning till Ax = b.

(c) Bestdm minsta avstandet mellan b och V(A).
Losning: Lat A = [a; ag a3].

(a) Vi anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Lat

1
up 1 0
u =a, qQ =y 7= = >
fwl V2 |0
1
-1 1 -2 -1
a4y = 8 — (g1 - 82) 2| s lfol_f2) w11
3 1 2 1
1 1 -1 0
-1 1 10 111 1
uz = a3 — (qr-az)ar — (a2 az)az = | 5 | = ( ﬁ)ﬁ ol ~ 95l = 1)
-3 1 1 0
0
us 1 1
4= =
Jusl  v2 |1
0
Da #r {q1,q2,q3} en ON bas for V(A).
V2 -1 0

Q=lmea=1]0 L V2
1—Q1Q2Q3—2 0 -1 2

V2 1 0

Med 7;; = |Ju;|| och 5 = (q; - a;) for i < j far vi A = Q1R med

2V2 V2 V2
R=1|0 4 —4
0 0 V2
(b) Problemet Ax = b har minstakvadratlosning som ges av R%x = QT b, dvs
2v2 V2 —V2|2v2 1 4 3|1 2
0 4 —4 | =8 = 01 —-1]-2 x=|-1
0 0 V2|2 00 111 1
(c) Enligt konstruktion minimeras ||r|| av minstakvadratlosningen x. Residualen blir r =
1
. 1 .
Ax—b = 1 CSarl=v1iI+14+14+1=2.
—1

Svar: Minsta avstandet dr 2.

5. Lat f(z1,22) = %x‘ll — 1 + 9 — 1179 + 3. Vi vill minimera f(x).

(a) Bestdm en sokriktning s med hjilp av Newtons metod med startpunkt x(0 = [_11] .
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(b)

Utfor exakt linjestkning i riktningen s fran (b) uppgiften.

Lo6sning:

(a)

(b)

(2p)

— 3 _ 2 _
Vi) = [ L+ xﬂ JH(x) = 33;11 21 Newtons metod ger H(x(")s = -V f(x(V) &

1—21+ 22 —
3 —-1|-1 e 0
-1 2 2 1
Linjesokningen innebér att vi vill minimera g(t) = f(x(©) +ts) = —34+(t—1)2. Visoker

stationdr punkt 0 = ¢/'(t) = 2(t — 1). Sa ¢’'(1) = 0, ¢'(t) < 0 fér t < 1 och ¢'(¢t) > 0
for t > 1, sa t = 1 ger minpunkten for linjesékningen. Sa x() = x(©) 4 s = [1,0]”.

6. Betrakta ekvationen 0 = f(x) = 4% — 2 — z.

(a)
(b)

()

Visa att ekvationen har minst en rot pa intervallet [0, 1].

Anvind sekantmetoden for att bestdimma z3 om initialvirdena dr g = 0 och 21 = 1.

Som alternativ till sekantmetoden kan man ténka sig att skriva om problemet som
In(2 + z)
In(4)
Vilken av funktionerna g¢; eller go #r ldmpligast pa intervallet [0,1]? Motivera vl

(Tips: In(2) < In(e) < In(4).)

x=gi(x) =4%—2eller x = ga(x) = och anvénda sig av fixpunktsiteration.

Lo6sning:

(a)
(b)

Vi har att f(0) = —1 < 0 och f(1) =1 > 0. Funktionen &r kontinuerlig sa satsen om
mellanliggande vérde ger att minst en rot existerar.

Sekantmetoden ger

Tp — Tp_1
T1 = Tk — f(xk)f(xk;) _ f(xk 1)7
Tr1 — X0 1
T2 €1 f(wl)f(xl) — f(-rO) 9’ f( / ) /
- Tro — 1 . g
wem f(xz)f(@) —flx1) 3
En fixpunktsiteration z,+1 = g(x,) ar lokalt konvergent mot en fixpunkt z* om
1
lg(z*)| < 1. For vara funktioner far vi ¢j(z) = In(4)4% och gh(z) = romd)
x)In
Funktionen ¢f(x) > In(4) > In(e) = 1 pa hela intervallet vilket inte ger konvergens.
1
Funktionen ¢5(z) dr avtagande pa intervallet sa 0 < 3n() = g5(1) < gh(x) <
n
1 1
g5(0) = TIn(d) < 3 for 0 < x < 1 vilket ger konvergens. Saledes maste vi vilja go for

att fa en konvergent metod.

Lat A vara en godtycklig m x n matris. Visa att N(AT) = V(4)L.

Lat A vara en n X m matris och anta att matrisen har egenvirden \; # Ao med
motsvarande egenvektorer u; och uy. Det kan eventuellt finnas fler egenvérden. Visa
att uy och uy &r linjirt oberoende.

Lo6sning:

(a)
(b)

Se sats 2.11 pa sida 77.

Antag att de &r linjart beroende. Egenvektorer dr inte nollvektorer, sa darfor finns
@ € R sa att up = pug = Au; = pAuy = Aju; = plaug, men pus = Ui, sa
Atug = doug = A1 = Ao vilket motsdger \; # Ao, s& u; och uy ar linjirt oberoende.
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8. En 6 x 4 matris A har en kompakt singulirvirdesfaktorisering (SVD) A = U331 V; med

¥ =

(d)

400 0
020 0
001 0
0 0 0 27

Bestdm egenvirdena for AT A.

Anviand matriserna Uy, 31 och V; for att konstruera en matris AT sa att x = A*b
ger minstakvadratlosningen till Ax = b och visa detta. Att minstakvadratlésningar
uppfyller normalekvationerna anses vélként.

Berikna konditionstalen for 16sning med hjilp av normalekvationerna respektive AT
och forklara varfor ingen av metoderna dr lamplig for numeriska berdkningar.

Beskriv ett béttre siatt att numeriskt approximera minstakvadratlosningen.

Lo6sning:

(a)
(b)

Egenviirdena for AT A ges av kvadraten pa de singulira virdena. Vi far alltsa \; = 16,
=4, A3=1, = 2780,

Moore-Penrose pseudoinvers ges av AT = Vlﬁl_lUlT . Kolonnerna i U; och Vj ér
ortogonala vilket ger U] Uy = I och V{T'V; = I. (Obs vi far inte U1U{ = I.) Om x =
Atb far vi ATAx = (U, VDTS, VPV 70T = vis UL U 5157 U =
(U121 Vi) Tb = ATb. Alltsa uppfyller x normalekvationerna sa det #r en minsta-
kvadratlosning.

Konditionstalet x(A™) &r kvoten mellan storsta och minsta singuliira viirdet av A™.
4710 0 0
. . . N -1 0 27 0 0 e .
Dessa singuléra virden kan ldsas ur ] = 0 0 1 0l Konditionstalet &r
0 0 0 2%

alltsa k(AT) =4 -2%0 = 242, De singulira viirdena for AT A = (U1 V) TU 3V =

16 0 0 O
Vi¥2VT kan ldsas ur ¥2 = 8 g (1) 8 . Alltsa dr konditionstalet k(AT A) =
0 0 0 27%

16 - 289 = 282. S4 stora konditionstal &r vildigt problematiskt i ett flyttalsystem, sa
bada metoderna ar olampliga.

Trunkerad singulérvirdesfaktorisering approximerar A val. Motsvarande Moore-Penrose

4 0 0 0
pseudoinvers kan anvindas dvs A = V; 8 (2) (1] 8 U{ istéllet. Konditionstalet
0 0 0O

blir nu (A7) = 4.



