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TMA672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng &r 60, och betygsgrinserna dr 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.
Upp till 10 bonuspoéng fran 2021 ars bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina losningar, lamna ej in kladdpapper!

Poéngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller svarlisliga 16sningar.

Tentan rattas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat P(f) = zf'(z) + 2f(1)/x och & = {z7 !, In(x), 1,2}, F = {z71, 1,2}, U = Span(¢),
V = Span(F).
(a) Visa att P: C((0,2)) — C((0,2)) &r en linjir avbildning.
(b) Bestdm matrisen A for avbildningen P : U — V i baserna £ och F.
(c) Ange en bas for ortogonala komplementet till virderummet for matrisen A7,

Losning:

(a) For alla f,g € C'((0,2)) och a, 3 € R far vi P(af + Bg)(x) = z(af'(x) + Bg (z)) +
2(af(1) + Bg(1))/z = aP(f)(z) + BP(g)(x), sa avbildningen &r linjir. For f €
C1((0,2)) ser vi dessutom att zf’(z) + 2f(1)/z blir kontinuerlig pa (0,2), s& P(f) €
C((0,2)).

(b) Lat e; och f; beteckna baselementen i baserna £ och F.
P(e1) = :vdi(x_l) +20) Yr=2t=1
x

P(es) = wi(ln(w)) +2In(l)/z=1=1£

dz
d
P(es) = x%(l) +2/x =221 = 2f
d
P(e4) :x%($)+2/$:$+2$_1 =2f1 +f3
1 0 2 2
A= 1|0 1 0 0
0 0 01

(c) Satsen om de fyra fundamentala underrummen ger V(AT)L = N(A). Matrisen &r
redan radreducerad, sa vi kan sétta tredje variabeln som parameter. Vi far N(A) =

-2 -2
0 0 ) } -
Span{ 1 }. Svar: { 1 } utgoér en bas for V(A')-.
0 0
2 0 -1 2 -1
2. LatA=|0 1 0|,B=1{1 1] och(uv)s=ulAv.
-1 0 2 0o 3

(a) Bestdm egenvérdena fér A och ange algebraiska multipliciteten fér varje egenvérde.

(b) Visa att (-,-)4 &r en skaldrprodukt pa R3.

1 VAND!

~~ —~
N O N
CICE
~— — ~—



()

Bestam en ON-bas med avseende pa (-,-) 4 for V(B).

2
(d) Bestam ortogonalprojektionen med avseende pa (-,-)4 av b= |—1| pa V(B).
2
Lo6sning:
2-x 0 -1 Yy
(a) Karakteristiska ekvationen: 0 =det(A-AI)=| 0 1—-X 0 |=(1-X) ‘ 1

(d)

-1 0 2—-A
1=M(2-X)2=-1)=(1-X1)2B-N).
Sa egenvardena dr Ay = 1 med multiplicitet 2 och Ay = 3 med multiplicitet 1.

ul Av #r en 1 x 1 matris och didrmed symmetrisk och A &r symmetrisk, s& (u,v)4 =
ulAv = (uTAv)T = vIATu = vI'ATu = (v,u) 4. Dvs (-,-) 4 &r symmetrisk. (au +
bw,v)a = (au+bw)T Av = auT Av + bwl Av = a(u,v) 4 + b(w, V) 4, s& den ir linjir
i forsta argumentet. (u,u)4 = u’ Au &r en positivt definit kvadratisk form pa grund
av att alla egenvérdena &r positiva. Darfor géller (u,u) 4 > 0 med likhet omm u = 0.
Sa (-,-) 4 ar en skaldrprodukt.

4
Vi anviinder Gram-Schmidt. u; = by. (uj,ui)q = uf Au; = [2 1 0] 1| =
—2
2/3 4/3
9,88 q1 = su; = [1/3]. (bo,qi)a = [-1 1 3] | 1/3 | = =3 sd up = by —
0 —2/3
1 ~1 1/(3v/2)
(ba,qi)aqr = |2|. (ug,ug)a=[1 2 3] | 2| =18saqy= 3%/5112 = | v2/3
3 5 1/V?2

2/31 [1/(3V2)
Svar: {|1/3|,| v2/3 |}.
0 1/v2

1
Projektionen ges av (b, q1)aq1 + (b, q2)aq2 = q1 +v2q2 = |1].
1

3. Betrakta begynnelseviardesproblemet som ges av féljande system av differentialekvationer

{x’l(t): —Tx1(t) — 4daxa(t)
o) = 6a1(t) + 3a2(?)

med begynnelsevillkor z1(0) =1 och x2(0) = —1.

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Bestdm en exakt 16sning till begynnelsevérdesproblemet.
Avgor ifall problemet &r asymptotiskt stabilt.
Vad blir resultatet efter k iterationer med Eulers framatmetod med steglangd h.

For vilka reella steglangder h dr Eulers framatmetod stabil.

Lo6sning:

(a)

Med x(t) = [28” och A = [

Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet &r det(4A — A\I) = ‘

_67 _34} blir systemet x'(t) = Ax(t).

-7-Xx -4
6 3—A
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A2 4N +3 = (1+))(3+\), sa egenviirdena blir \; =
Egenvektorer till A\ = —

[—6 —4|0] 3 0 [ 2 ]

6 4 |0 0 0| = Egenvektor vi = 3]
Egenvektorer till Ao = —3:

[—4 —4]0] 1 0] 1]

6 6 |0 0 0| = Egenvektor vy = 1

—1 och )\2:—

(b)

2 1 -1 0
_ ~1 _ _
Detta ger A=TDT " med T = {_3 _1] och D = [O _3}

Lo = [Z;Eﬁi] — T=1x(t). Da far vi y'(t) = Dy(t), dvs {yigt) = —yi(1)
y1(t)

2(t) = cae

De allménna l6sningarna &r {

c1 och co bestidms av Ty (0 [

Det ursprungliga systemets losnmg blir

o)== 4 -i] ] =4

Bada egenvirdena dr negativa sa problemet dr asymptotiskt stabilt. Alla lésningar
konvergerar mot [0 0] da t — oo.

Eulers framatmetod ger x**1 = x®) 4+ hbAx®) = (I + hA)x®), diir x*) &r 16sningen
efter steg k. Efter k iterationer far vi x*) = (I+4+hA)*x) = (TT-'+hT DT~ 1)kx(0) =

T(I +hD)*T—'x©)_ Fran (a) har vi att 7-'x(©) = {(1)] Vi far

0 ot (2] =[S

Vi ser att 16sningen divergerar om |1 — h| > 1 eller |1 — 3h| > 1, men annars haller
sig 16sningen dndlig. Mest begrénsande dr |1 —3h| <1< —-1<1-3h <1 -2<
—3h <0< 0<3h<2 Svar: 0<h<2/3.

w_[2 1
* [—3 —1

Lat f(z1,22) = 2f — 223 — 2z120 + 423 + 5;. Vi séker min f(x) da x € R%. Utfor en

iteration med Newtons metod for minimering med exakt linjesokning och startpunkt
0 =[1/2,1/4]".

Man soker minimum z* till en unimodal funktion g : [0,1] — R med hjilp av Gyl-

lene snitt metoden. Bestdm ldngden pa det intervall x* garanterat ligger i efter k

iterationer och ange hur manga funktionsberidkningar som krivts for att na dit.

Loésning:

(a)

Newtons metod for minimering innebér att vi soker en rot till V f(x) = 0 med hjilp
av Newtons metod for rotsokning. Till detta behover vi gradienten och Jacobianen
av gradienten, dvs Hessianen.

—z? + 473 — 229
—2x1 + 8x9

—2z1 + 1227

Vi = | [ a0 = wpe = [ 2

I startpunkten x(©) = [1/2,1/4]" har vi

vf@@)z[_yﬂ,
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(b)

Fér Newton iterationen 1oser vi H(x(9)s(0) = -V £(x(0) &

I e B RN

Lat g(a) = f(x© 4+ as(®) =4 (- %)2 + 2 — 3. S6k minimum 0 = ¢'(a) = 251, s

optimal steglingd &r o = 1. Det &r ocksd minimum ty ¢’(a) = § > 0.
Svar: x() = x4 as® = Eg]
Efter varje iteration med Gyllene snitt metoden multipliceras intervall-lingden med
7 = (v/5 — 1)/2 sa efter k iterationer far vi intervall lingd I, = 7*. Varje iteration
kriver en extra funktionsberikning, men forsta iterationen kréver 2.

Svar: Intervall-lingd 7% och k + 1 funktionsberikningar krivs.

Formulera och bevisa Cauchy-Schwarz olikhet for ett generellt vektorrum. Kom ihag
att ange nér likhet géller.

Visa att Newtons metod fér minimering konvergerar kvadratiskt om malfunktionen
f € C3(R) har ett minimum z*, f”(z*) > 0 och man startar s nira z* att metoden
konvergerar. Ange dven den asymptotiska felkonstanten.

Lo6sning:

(a)
(b)

(a)
(b)
()

Se sats 2.1 och dess bevis i Linjér algebra boken.

Minimum i z* och f”(z*) > 0 ger f/(z*) = 0. Taylorutveckling kring approximationen

Tk ger
0= f(2") = f'(ar) + f"(@r)(@" — 2x) + %f’”(é’k)(x* — )% (1)
Newtons metod for minimering ger
s —ae= DL 0= e ) - £ @)

Adderar vi detta till (1) far vi

0= F/(a") = F"@)@" — ie) + 5 F(E) a° i)’
/(&)
2f”(xk‘)

Pa grund av kontinuiteten och f”(z*) > 0 blir f”(x;) > 0 om xy dr tillrickligt néra
z*. Om zp — x* da k — oo far vi dven & — z* och konvergensen blir kvadratisk
med asymptotisk felkonstant

o faner — a7 = \ \m—x*P

ok 1" "y,
C= fim TR =T _ o | ) || @D |
W5 s — 2P ke |2 (ae) | [277()
31 01 -1
' o 0210 1
6. En 4 x 5 matris A har LU-faktorisering PA = LU med U = 000 1 —1
0000 O

Beskriv hur L ser ut inklusive storleken pa elementen.
Ange en bas for N(A).

Vad é&r fordelen med att 16sa ekvationssystem med LU-faktorisering istéllet for Gauss-
elimination for stora system?
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Loésning:

(a)
(b)

L ar en nedat triangulér 4 x 4 matris, med ettor pa diagonalen. Alla element &r till
beloppet mindre &n 1.

Pa grund av att bade L pch P é&r inverterbara far vi N(A) = N(U). Losning av

1 1

-3 -3
Ux=0gerbasen{| 0 |,| 6 |}

6 0

6 0

Om man har en LU-faktorisering PA = LU sa kan man 16sa systemet Ax = b genom
en framatsubstitution Ly = b foljt av en bakatsubstitution Ux = y. Detta innebér
att for varje nytt hogerled krivs O(n?) flyttals operationer jamfort med O(n?) som en
Gauss-elimination kriver. LU-faktoriseringen i sig kraver dock lika manga operationer
som Gauss-eliminationen (utan hogerled), sa for bara ett hogerled sparar man ingen
tid. Har man manga hogerled kan man dock spara mycket tid.

7. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvirden av en funktion f(¢).

t|15 1.9 20
f104 04 0.2

Antag ocksa att f € C2([1.5,2.0]) och |f”(t)| < 2 for alla t € [1.5,2.0].

(a)

Anviind Taylorutveckling for att visa att bakat-differens for f/(¢) ger trunkeringsfel
Sthf'(€) dart—h < €<t

Approximera f’(2.0) sa noggrant som méjligt med hjilp av bakat-differens och skatta
bade approximationsfelet och avrundningsfelet. Funktionsvirdena &r korrekt avrun-
dade till en decimal.

Bestam ett polynom p(t) som interpolerar f(¢) i de givna punkterna.

Varfér kan man inte anvéinda Simpsons regel for att approximera integralen | 12.'50 f(t)dt
i den hér uppgiften?

Lo6sning:

(a)

Taylorutveckling ger f(t — h) = f(t) — f'(t)h + 3f"(£)h? for nagot t —h < & < t.
Bakat-differens ger da trunkeringsfelet
ft)— f(t—h) F&) = f(O) + /W — 5" ©h* — f'()h _ -1

Ry = RO IE=D) ) = . .

Trunkeringsfelet kan uppskattas med |Rp| < 2|f”(¢)| < h. Avrundning ger |§f] <
SFOI+10fE =R _ 01

0.05. Detta ger avrundningsfel i differenskvoten |Ry| <

h
Vi har tva mojliga val av h. Valet h = 0.1 ger totalt fel |[Ry|+ |Rf| < 0.1+ 1= 1.1,
men h = 0.5 ger totalt fel |[Rp|+ |Rs| < 0.5+ 0.2 = 0.7. Darfor ska vi vélja h = 0.5
o £(2.0) = f(1.5) " —0.2
h far da f/(2.0) ~ = = —-04.

och far da f/(2.0) 0E 0E 0
Svar: |f/(2.0) + 0.4 < 0.7.
Vi har 3 punkter sa vi behover ett andragradspolynom. Newtons form &r p(t) =
co+ c1(t — 1.5) 4+ ca(t — 1.5)(¢t — 1.9). Interpolationsvillkoren ger

0.4 = f(1.5) = p(1.5) = co

0.4 = f£(1.9) = p(1.9) = co + 1 (1.9 — 1.5)

0.2 = f(2.0) = p(2.0) = co + c1(2.0 — 1.5) + 2(2.0 — 1.5)(2.0 — 1.9)

Detta ger cg = 0.4, ¢; =0, cg = —4, sa interpolationspolynomet blir
p(t) = 0.4 —4(t — 1.5)(t — 1.9) = —11 + 13.6t — 4¢2.
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(d)

Simpsons regel kréaver funktionsvirdet i mittpunkten pa intervallet, men det vardet
Ar inte givet 1 uppgiften.

8. En 6 x 3 matris A har en kompakt singuliirviirdesfaktorisering A = U3 %1 V;f med

240 0
> =10 1 0 [,
0 0 273

och lat u; och v; beteckna kolonn k i Uy respektive V.

Bestim egenvirdena med multiplicitet for A7 A och AAT.
Bestédm (det effektiva) konditionstalet x(A) med avseende pa 2-normen.

Bestdm det x som minimerar |[Ax — b|| med b = 2uy + 272u3. Om det finns flera
vélj det x som har minst ||x||.

Upprepa (c) uppgiften, men med trunkerad SVD istéllet. Varfér kan detta vara béittre?
Forklara med konditionstal och matrisnormer.

Lo6sning:

(a)

AT A &r en 3 matris med diagonalisering ATA = Vi¥2V]I. Observera att V; #r in-
verterbar. Egenvirdena blir de singulira virdena i kvadrat, dvs {28 1,275} med
multiplicitet 1. AAT = U;%2U] &r en 6 x 6 matris. Observera att U; inte &r inver-
terbar, sa for en full diagonalisering behover vi fylla ut med 3 kolonner till, ndmligen
en bas for nollrummet till A”. Motsvarande egenviirden &r 0. Sa totalt har AAT
egenvirden {28 1,270 0} dédr 0 har multiplicitet 3 och Gvriga multiplicitet 1.

o _ 2!

oy = 330 = 234 54 matrisen ir illa konditionerad.

Konditionstalet ges av k(A) =

Minstakvadratlosning med minst ||x|| ges av x = 23:1 v;o; 'ul'b. For matrisen A far

vi darfor x = 2VQ02_1ugu2 + 2*20V303_1u3Tu3 = 2vy + 293 pé grund av att {u;};_;
dr en ON-méngd. Vi ser att trots att

272013 termen dr vildigt liten ger den ett stort
bidrag till x.

Om vi trunkerar det ligsta singulédra vardet far vi matrisen As = ulalv{ + ugagvg
och minstakvadratlosning x = 2voo, 1ugu2 = 2vy, s& storningen 273%uz paverkar
inte. Detta forklaras av att konditionstalet x(A2) = 7L = 2—14 = 24 blir mycket bittre.
Skillnaden mellan matriserna #r liten ty || A — Aa||2 = [Joguszvi ||2 som ges av roten ur
storsta egenvirdet till (03U3V3T)T03U3V3T = 0§V3u3Tu3V§ = U§V3V3T. Det egenvirdet
ar O’% sa, HA — A2H2 =03 = 2730,

(2p)
(1p)

(2p)

(3p)



