MATEMATISKA VETENSKAPER Hjidlpmedel: alla

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2021-08-26 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Tentamen 031-772 5396

TMA672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoidng fran 2021 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga l6sningar. Samma detaljniva pa losningar som pa en vanlig salstenta forvantas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat U = Span{cos(t),sin(t),cos(2t)} och P(f(t)) = f"(t) + sin(t) f(0).

(a) Visa att {cos(t),sin(t), cos(2t)} utgér en linjart oberoende méngd.
(b) Visa att P: U — U ér en linjér avbildning.

(c) Bestdm matrisen for avbildningen P i basen {cos(t),sin(t), cos(2t)}.

i (t) = —2z1(t) +aa(t)
2

2. Betrakta systemet av differentialekvationer { 20 (t) “a(t) —220(t)

2

ol

(b) Avgor ifall systemet dr asymptotiskt stabilt, dels genom generell teori, dels genom
att undersoka losningarna for generella begynnelsevirden.

(a) Los systemet med begynnelsedata x(0) = [

-2 -1 2 2
2 0 -1 —4
3.LatA=|{0 0 1| ochb=|35
-2 -1 =2 0
2 0 -1 —2

(a) Gor en kompakt QR-faktorisering av A = 1 R med hjilp av Gram-Schmidt metoden.

(b) Antag att vi fyller pa med en matris Q2 sa att @ = [@1 Q2] blir en ortogonalmatris.
Beskriv en ON-bas for N(AT) uttryckt i kolonnerna i . Motivera med ldmplig teori.
OBS @2 behover inte berédknas.

(c¢) Berikna minstakvadratlosningen till Ax = b med hjilp av resultatet i (a).

4. Anta att f(x) &r en kontinuerlig konvex funktion med féljande kénda funktionsvérden

2|0 3/2 2 3 4
fl2 3/4 1 2 4

(a) Bestdm det andragrads-polynom som interpolerar f i punkterna 0, 2 och 4.

(b) Vi vill nu minimera f pa intervallet [0,4] med hjélp av polynom-approximations-
metoden, med andragrads-polynom.
Borja med punkterna och polynomet i (a) for att bestimma de tre punkterna for
néista iteration. Motiveral

1 VAND!
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(2p)

(2p)

(3p)



(¢) Om man vid minimering av en konvex funktion g : R" — R anvénder brantaste-
lutnings metoden (Steepest Descent) med exakt (eller noggrann) linjesokning sa upp-
trider ganska ofta ett problem som konjungerade gradientmetoden &r designad att

avhjélpa.

Beskriv problemet och kortfattat varfor konjungerade gradientmetoden hjélper for
kvadratiska konvexa funktioner. (Bevis krivs ej.)

5. (a) Antag att Ap ar en kvadratisk matris och man berdknar Ay iterativt med full QR

faktorisering enligt

QrRr = Ag—1 —oxl

A = RiQy + oy 1,

for k =1,2,... och o} &r tal som beriknas pa nagot sitt.
Visa att A; och Ay har samma egenvérden.

(b) Utgaende fran Cauchy-Schwarz olikhet visa olikheten

lull = Ivll] < flu—v]

Vu,velV.

OBS V antas vara ett generellt vektorrum med skalérprodukt.

6. For en symmetrisk positivt (semi-) definit matris A later vi AY2 = B beteckna en sym-

metrisk positivt (semi-) definit 16sning till B?> = A. Lat A = [

(a) Ortogonalt diagonalisera A.

(b) Avgor ifall A &r positivt definit eller semi-definit.

(¢) Beriikna A'/2.

16 —12
-12 9

T 0

(d) Lat B = [ml ﬂ och skriv B2 = A pa formen f(|22|) = |0|. Vi vill nu berikna

T2 x3

T3 0

A2 med Newtons metod. Utfér en iteration med B = 31 som initial-gissning.

2—n

7. Betrakta matrisen A = [ 1

1
9 ], dar n &r ett stort positivt heltal.

(a) Bestdm en LU-faktorisering utan pivotering av matrisen A.

(b) Bestdam en LU-faktorisering med pivotering av matrisen A.

(c) Bestdm konditionstalet ko(L) for L matriserna fran (a) och (b) uppgifterna och
forklara varfor pivotering &r viktigt. Anvind vanlig 2-norm.

Tips: || [b\a/§ 2] o = Va2 + b2+ V2a202 + b* Va,beR.

8. Studera begynnelsevirdesproblemet {

y'(t) = g(t)(1 +y(t)?)
y(0) =0

tionen g(t) har foljande kiinda funktionsvérden

t

0 1/2

1

g

1 3/4

(3w/2 —4)

dér den kontinuerliga funk-

(a) Approximera y(1) med Eulers framat metod med steglingd h = 1/2.

(b) Utfor variabelbytet z(t) = arctan(y(t)) och skriv upp lésningen z(t) pa integralform.

(c) Approximera y(1) genom att approximera integralen i (b) med Simpsons regel.
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TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoidng fran 2021 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga l6sningar. Samma detaljniva pa losningar som pa en vanlig salstenta forvantas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat U = Span{cos(t),sin(t),cos(2t)} och P(f(t)) = f"(t) + sin(t) f(0).

(a) Visa att {cos(t),sin(t), cos(2t)} utgér en linjart oberoende méngd.
(b) Visa att P: U — U ér en linjér avbildning.

(c) Bestdm matrisen for avbildningen P i basen {cos(t),sin(t), cos(2t)}.
Lo6sning:

(a) De ér linjirt oberoende om ¢y cos(t)+ca sin(t)+c3 cos(2t) = 0 for alla t € R endast har
trivial l6sning. Vi tittar pa en delméngd av villkoren, ¢; cos(t)+ca sin(t)+cg cos(2t) =
0 for ¢ € {0,7/2,7}. Detta ger ekvationssystemet

1 0 110 1 0
0 1 —-1]0 = c2| = |0
-1 0 1|0 c3 0

Lagger vi till ekvationer for alla andra t sa far vi fortfarande bara den triviala
16sningen, sa funktionerna &r linjart oberoende.

(b) For godtyckliga a,b € R och f,g € U har vi P(af(t) + bg(t)) = %(af(t) + bg(t)) +
sin(t)(af(0) + bg(0)) = af”(t) + bg"(t) + asin(t)f(0) + bsin(t)g(0) = aP(f(t))
bP(g(t)), sa avbildningen &r linjér.

(c) Enligt (a) sa utgoér € = {e1 = cos(t),e2 = sin(t), es = cos(2t)} en bas for U. P(e;) =
—cos(t) +sin(t) = —e1 + e2, P(e2) = —sin(t) = —eq, P(e3) = —4cos(2t) + sin(t) =
—4e3 + e9. Matrisen for P i basen £ ar

+

-1 0 O
A= [[P(en)le [P(ea)le [Ples)le] = | 1 -1 1
0 0 —4
/ — —
2. Betrakta systemet av differentialekvationer { i,;gg ; _ziigg _;izgg

(a) Los systemet med begynnelsedata x(0) = [2]

(b) Avgor ifall systemet &r asymptotiskt stabilt, dels genom generell teori, dels genom
att undersoka losningarna for generella begynnelsevirden.

Loésning:

1 VAND!

W = N
T T T
— = =



(a) Systemet kan formuleras som x’ = Ax med A = [:? _12] .

Vi soker egenvirden till A:

—-2—-A 1

ozdet(A—M):‘_1 P

’:(_2_)\)2—1‘2:(—2—i—)\)(—2+i—)\).

Sok egenvektorer till de olika egenvéirdena:

T 1]o0 i 1]0 i
S 0]“[0 olo| V' [

| =i 110 —i 1|0
AQ__2+”'[—1 —i O}N{ 0 00
Matrisen &r inte symmetrisk sa vi kan inte gora en ortogonal diagonalisering.

- e _ 1 |t =i =21 0 el e
Vifar A =TDT medT—[1 1}ochD—[ 0 _2+i].Medy—T x far

ar en egenvektor.

] = vy = [_11 ar en egenvektor.

U1 (t) — 016(7277;)15

vi det diagonala systemet y’ = Dy, som har allménna lésningarna
y2(t) = cze

(—2+i)t
Observera att ¢; och cg dr komplexa. Vi ser att y(0) = [21], sa Ty(0) = x(0) ger
2

2 (1 —1 | —2i 1 —1]—-2¢ 1 0] —i N
0 1 1 0 0 2| 2 0 11 4

1 1
c1 = —1i,c9 = 1. Det ursprungliga systemets 16sning blir

z1(t)] i =] [=ie20 [ et et ] g [ cos(t)
|:$2(t):| =Ty(t) = [1 1 [ie(2+i)t - —ie % + je =2 —sin(t)| "

(b) Alla egenviirdena har negativ realdel sa systemet dr asymptotiskt stabilt. De allménna

—it ‘

16sningarna () =Ty(t) = e 2T ce + | = 0dat — oo, pa grund av att e~
xo(t) co€’

och e ™" &r begrédnsade och e
dérfor varandra da ¢ — oo.

systemet [ vt

it 2t 5 0. Sa alla losningar gar mot 0 och nirmar sig

-2 -1 2 2
2 0 -1 —4
3. Lat A= 0 0 1|{ochb=]|5
-2 -1 =2 0
2 0 -1 —2

(a) Gor en kompakt QR-faktorisering av A = Q1 R med hjilp av Gram-Schmidt metoden.
(b) Antag att vi fyller pa med en matris Q2 sa att @ = [Q1 Q2] blir en ortogonalmatris.

Beskriv en ON-bas for N(AT) uttryckt i kolonnerna i Q. Motivera med limplig teori.
OBS @2 behover inte beridknas. (2p)

(c) Berdkna minstakvadratlosningen till Ax = b med hjélp av resultatet i (a). (2p)

Lo6sning:

2 VAND!



(a) Vi anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess.

-1
1
u 1
u=a, |wl=4 q=—==[0],
i =2 |
1
-1 1
1 -1 us 1 -1
u2:a2_(q1'a2)q1:7 01, ||u2H:17 q2 = =—(0],
— 2| T ~ 2|
-1 1
2 2
0 0
us 1
uz=az— (qi-azg)ar —(@-az)qe=| 1|, |u=3 a=7—7=5|1],
— ) s 3|,
0 0
~1/2 —1/2  2/3
1/2 —-1/2 0
Qi=[aiqeaqsl=| 0 0 1/3
—-1/2 —1/2 -2/3
1/2 —1/2 0
4 1 -1
Med 7;; = |Juj| och rij = (q; -aj) for i <jfarvi A=QRmed R= |0 1 1
0 0 3

(b) Satsen om de fyra fundamentala underrummen ger N(AT) = V(A4)1. Lat Q2 = [q4 g5
sa att Q = [@Q1 Q2] blir en ortogonalmatris. Pa grund av att R dr inverterbar far vi
V(A) = V(Q1R) = V(Q1). Detta innebér att {q1,q2,qs} dr en ON-bas for V(A) och
vi far att {qu,qs} utgoér en ON-bas for V(A)+ = N(AT).

4 1 —-1|-4
(c) Minstakvadratlosningen ges av 16sningen till Rx = QlTb, dvs | 0O 1 1 | 2 som
00 313
-1
har 16sning x = | 1
1

4. Anta att f(x) &r en kontinuerlig konvex funktion med foljande kénda funktionsvérden

2|0 3/2 2 3 4
fl23/4 1 2 4

(a) Bestdm det andragrads-polynom som interpolerar f i punkterna 0, 2 och 4.

(b) Vi vill nu minimera f pa intervallet [0,4] med hjilp av polynom-approximations-
metoden, med andragrads-polynom.
Borja med punkterna och polynomet i (a) for att bestdmma de tre punkterna for
néista iteration. Motivera!

(¢) Om man vid minimering av en konvex funktion g : R" — R anvénder brantaste-
lutnings metoden (Steepest Descent) med exakt (eller noggrann) linjesokning sa upp-
trider ganska ofta ett problem som konjungerade gradientmetoden &r designad att
avhjilpa.

Beskriv problemet och kortfattat varfér konjungerade gradientmetoden hjélper for
kvadratiska konvexa funktioner. (Bevis krévs ej.)

3 VAND!

(2p)

(3p)

(2p)



Loésning:

(a)

(b)

Newtons ansats ger p(z) = ¢p + c1x + caz(x — 2). Interpolationsvillkoren ger

2= f(O) = Cp,
f(2) =cp + 2017
4 = f(4) =co + 4c1 + 8co.

Loser vi systemet far vi cg =2, ¢1 = —1/2, co = 1/2.

Svar: p(z) =2 — Sz + sz(z — 2).

Pa grund av att f(2) dr ligre &n dndpunkterna och funktionen dr kontinuerlig och
konvex sa har funktionen minimum nagon stans pa intervallet. Vi vill férst minimera
p(z) =2— o+ Lz(z —2) = 2 — 2+ 122 Sok stationdr punkt 0 = p'(z) =z — 3/2
och p"(z) = 1 ger att x = 3/2 dr minimum for p(z). Da f(3/2) < f(2) sa kan vi
dra slutsatsen att minpunkten z* ligger i intervallet [0,2]. Ty om z* €]2,4] skulle
f(z*) < f(3/2), men konvexiteten séger da att grafen vid z = 2 maste ligga under
linjen mellan punkterna (3/2, f(3/2)) och (z*, f(z*)). Detta motséiger f(3/2) < f(2),
sa x* € [0,2]. For nésta iteration far vi alltsa punkterna {0, 3/2,2}.

Brantaste lutnings metoden kan ge vildigt manga iterationer med korta sicksack steg.
Konjungerade gradientmetoden anvénder en vél vald linjirkombination av nuvarande
brantaste lutning och sokriktningen fran foregaende iteration. Sokriktningarna blir
ortogonala med avseende pa den inre produkten (s;,s;) = siTH sj. For kvadratiska
funktioner &r Hessianen konstant och pa grund av konvexiteten &ar den positivt definit.
Dérfor dr (s;,s;) = sl Hs; en inre produkt. I R” kan vi maximalt ha n ortogonala
vektorer, sa maximalt n iterationer krivs.

Antag att Ag &dr en kvadratisk matris och man beréknar Ay iterativt med full QR
faktorisering enligt

QiR = A1 — ol
A = RpQp + o1,

for k =1,2,... och o} &r tal som beridknas pa nagot sétt.
Visa att Ap och Ay har samma egenvérden.

Utgaende fran Cauchy-Schwarz olikhet visa olikheten
all = vl < lu=v] VuveV

OBS V antas vara ett generellt vektorrum med skaldrprodukt.

Lo6sning:

(a)

Fran Q;{ = Q,;l och ekvationerna far vi QkAng = QkRkaQZ + okaQZ =
QrRBRy + o1l = Ap_1 — opd + o1 = Ai_1. Detta innebédr att A och Ai_; ar si-
mildra for alla k. Det innebér ocksa att Ay och Ay ar similira. QA,Q~' = Ay, med
Q = Q1Q2--- Q. Q &r en ortogonalmatris sa det(Q) = 1. Ag och Aj har samma
karakteristiska polynom det(Ag — M) = det(QA,LQT — A1) = det(Q(Ay — A\)QT) =
det(Q)det(Ar — M) det(Q) = det(Ar — AI). Dérfor har Ay och Ay har samma
egenvirden.

Lat u,v € V vara godtyckliga. [[ul|? = |[lu—v+V|? = [u—v|?+2(u—v,v)+|v]? <
lu=v|? +2[(u—v,v)|+[[V]? < [lu=v]* +2lu = v[[[v]+[[v]]* = (Ju—v]+v])?.
Roten av ytter-leden ger ||u|| < [[u— v| + ||v]| & [u|| — ||v] < |[J[u — v||. Byter vi
plats pa u och v i argumentet far vi &ven —||ul| + ||v|| < [[u — v||. Om |ju|| < ||v]|
anviander vi den forsta varianten, annars den andra. Vi kan darfor dra slutsatsen
[all = [Iv]] < flu=v].

4 VAND!

(4p)



6. For en symmetrisk positivt (semi-) definit matris A later vi AY?2 = B beteckna en sym-

metrisk positivt (semi-) definit 16sning till B? = A. Lat A = [_1?2 _91 2]
(a) Ortogonalt diagonalisera A.
(b) Avgor ifall A &r positivt definit eller semi-definit.
(¢) Beriikna A'/2.
T 0
(d) Lat B = [2 ij och skriv B? = A pa formen f(|x2|) = |0|. Vi vill nu berikna
T3 0

A2 med Newtons metod. Utfér en iteration med B = 31 som initial-gissning.
Loésning:

16—X —12
—-12  9-— A\
sa egenvirdena ar A\ = 0, Ao = 25. Sok egenvektorer till de olika egenvirdena:

N T I ) B M

(a) Karakteristiska polynomet dr det(A — \I) = = A2 - 25\ = \(\—25),

-12 9 |0 0 010
normering ger e; = 3/5
gg 1 — _4/5 .

ool 79 120 3 410 14 . 5 5 _ .
)\2—25.[_12 —160] [O 00] = vy = [_3}HV2”—\/4 +32 =5, sa
normering ger e - 4/5 }

2= .
—3/5

0 0 3 —4
. (o o T . o _1
VlfarattA—TDT,medD—[O 25}T—[e1e2]—5[4 3].
(b) A har egenvérde 0 och 6vriga egenvéirden #r positiva, sa A &r positivt semi-definit.

(¢) B=TDY?TT &r symmetrisk med egenviirden 0 och v/25 = 5, s& den #r positivt semi-
definit. Vi har ocksd B? = TDYV2TTTDY2TT = TD2D12TT = TDTT = A. 1 det

hmh%ﬂmnmﬂ:[gg]:y1@¢w2=Bzgnnf:;A:;[ﬂg;ﬂ
(d) B2~ A=0« [ o + 5~ 16 :1:13:22+ x22x3 + 12] = 0. Pa grund av symmetrin,
T1To + xox3 + 12 x5 +x5—9
x? + 23 — 16 1
far vi bara 3 ekvationer och f(x) = |z122 + x2x3 + 12|, med x = |x2|. Jacobianen
3 +23-9 x3
2%1 2x2 0 3
blir J(x) = | z3 @1 +x3 2o |. Initial-gissningen motsvarar x(O) = [0|. J(x(9)) =
0 2$2 2%3 3

61, sa J(x(0)~1 = LI Efter en iteration far vi x() = x(0 — j(xO)~1f(x©)) =

— 6
25/6
3
. 27" 1 . . .
7. Betrakta matrisen A = 1 9| dar n ar ett stort positivt heltal.

(a) Bestdm en LU-faktorisering utan pivotering av matrisen A.
(b) Bestdm en LU-faktorisering med pivotering av matrisen A.

(c) Bestam konditionstalet ko(L) for L matriserna fran (a) och (b) uppgifterna och
forklara varfor pivotering dr viktigt. Anvéind vanlig 2-norm.

Tips: || [b\aﬁ 2] l2 = Va2 + 0% +V2a%2 + b Va,beR.

5 VAND!

—
DN
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Loésning:

(a)

8. Studera begynnelsevirdesproblemet {

=% 2 erol’s 2w

1 0 2—"m 1
Svar: A—LaUamedLa—[Qn 1},Ua—[ 0 2—2”]'

A:[21n H@Z@{;" ﬂ@—;’@[é 1_22H]

01 1 0 1 2
Svar: PA—LbmeedP—[1 O]’Lb_[2” 1],Ub—[0 1_21,1}

Konditionstalet med avseende pa 2-normen #r ko (L) = ||L|j2|| L7 2. L; ' = [ _12n (1] }

1
_9-n

ko(La) = 1+ 22071 4 (/920 | 9dn—2 — 22”( pon g \/§+2—2n) ~ 227,

wo(Ly) = 14+272071 4 y/2-2n 4 o—dn=2 ~

och Lgl = [ g) ] sa vi far

For stora n blir konditionstalet ko(L,) véldigt stort. Vid 16sning av Ly = b har vi
feluppskattningen

) ob
19l . )6l
[y [l2 [bll2
detta ger forsumbar felférstirkning for Ly, men mycket stor felforstarkning for L,. For
att undvika detta &r pivotering viktigt.

y'(t) = g(t)(1 +y(t)?)
y(0) =0

dér den kontinuerliga funk-

tionen g(t) har foljande kiinda funktionsvérden

(a)
(b)
()

0 1/2 1
g |1 3/4 (3r/2—4)

Approximera y(1) med Eulers framat metod med steglingd h = 1/2.
Utfor variabelbytet z(t) = arctan(y(t)) och skriv upp lésningen z(t) pa integralform.

Approximera y(1) genom att approximera integralen i (b) med Simpsons regel.

Loésning:

(a)

(b)

Eulers framétmetod ger y+1 = yr+hg(tx)(1+y2). yo = 0 och tk =kh = k/2 ger forsta
iterationen y; = g(0)/2 = 1/2. Andra iterationen ger yo = y1+1(1+y?)g(3) = 31/32.
Svar: y(1) ~ y, = 31/32.

Z(t) = arctaﬂ( (1)) ger (1) = (L+y(07) 71y (1) = (1+y(0)") g1+ (1)) = 9(2),
sa z(t )+ fo x)dx, men z(0) = arctan(y(())) =0sa z(t) = [, 9(x)dz

fo dt ~ T( (0) +49(1/2) + g(1)) = %(1 +3+ 37” —4) = 7/4. Detta ger
1) 2 o) o) 1

Svar: y(1) ~ 1.
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