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Examinator: Thomas Bickdahl

Tentamen
TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoidng fran 2021 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar. Samma detaljniva pa l6sningar som pa en vanlig salstenta utan hjialpmedel forvéntas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Antag att A = QR och AT = QR med Q = [a1 g2 g3] en 3 x 3 ortogonalmatris,

Q =1[q1 ... gs5] en 5 x 5 ortogonalmatris och
4 1 -4
3 -4 2/3 1/3 -4 0 -1 —4
R=1|0 2 -2/3 8/3 2|, R=10 0 3
0 0 1/3 —4/3 0 0 0 0
0 0 0

(a) Bestdm dimensionerna for rummen V(A), V(AT), N(A) och N(AT).

(b) Bestdm ON-baser fér de rummen i (a) uppgiften som har positiv dimension.
Uttryck dina svar i kolonnerna q; och q; och motivera dina svar.

(c) Bestim minstakvadratlosningen till A”x = b om b = —4qs + 3q3 + 244 och ange
normen av residualen.

0 0 2
2. Betrakta matrisen A= [0 1/2 0
2 0 =3

(a) Bestdm alla egenvérden till A och baser for motsvarande egenrum.

(b) Anviind resultatet i (a)-uppgiften for att berikna A for k € Z. Det &r OK att svara
med en produkt av tre matriser. Motivera varfér dven negativa k fungerar.

(c) Bestdm en vektor u som maximerar Q(u) = ||Aul||? under forutsittningen ||ul| = 1.
(Tips: Skriv @Q(u) som en kvadratisk form.)

(d) Berikna konditionstalet r(A).

3. Lat V vara vektorrummet av reella kontinuerliga funktioner f(t) pa intervallet [0, 1] sadana
1 2 RS . o
att [, f(t)*In(t)dt ar dndlig. Lat

(1), g(t) = — /0 £(H)g () In(t)dt

och lat U vara det underrum av V' som spénns upp av {1,t}.

(a) Visa att (f(t),g(t)) ar en skaldrprodukt pa V.

(b) Bestdm en ON-bas f6r underrummet U.

1
Du far vid behov anvénda att / t*In(t)dt = for a > —1.
0

-1
(a+1)2
(c) Bestdm funktionen p(t) € U som minimerar (p(t) — t2,p(t) — t2).

1 VAND!

(2p)
(3p)

(3p)



4. (a) Visa identiteten
la+ v + fu = vI* = 2[[u® + 2] v|?

for alla vektorer u och v i ett linjart rum med norm som kommer fran en skaldrprodukt.

(b) Antag att A #r en n x n matris som uppfyller A2 — A —2I = 0. Ange alla egenviirden
som A skulle kunna ha.

(¢) Vad &r fordelen med trunkerad SVD jamfért med SVD.

5. Antag att f ér en funktion som uppfyller |f*)(z)| < M, for alla 2 och alla 0 < k < 4. Lat

_ Af(x+ h) —3f(z) — f(x — 2h)
6h

F(x,h)

(a) Bestdm en Ovre grians for beloppet av trunkeringsfelet till differensapproximationen
f'(x) = F(x,h). Den évre grinsen far bara bero pa ett limpligt My och h. (Tips:
Restterm pa Lagrange-form.)

(b) Antag att man vid funktionsberikningarna f(z) har ett relativt fel pa 1077.
Bestdm bésta mojliga steglingden h sa att uppskattningarna av totala felet blir sa
litet som mojligt. Formulera ditt svar i termer av lampliga Mj.

o3+ 22 -1/2

o _ ™ 2 _
6. Lat x = [1:2] e R? f(x) = [ml—xg—i—l/Q

} och g(x) = || £ ()2

(a) Studera ekvationen f(x) = 0. Gor tva iterationer med modifierad Newtons metod

(dvs anvéind Jacobianen i startpunkten for alla iterationer) med start i punkten { 1] .

(b) Studera minimeringsproblemet min g(x) da x € R?. Man 6nskar anvinda brantaste

1 e
lutning metoden (steepest descent) med start i punkten [ ] Berikna sokriktningen

1
for forsta iterationen, men gor ingen linjes6kning.

7. Antag att man vill 16sa en ODE y/(t) = f(¢, y(t)) numeriskt med approximationsmetoden
som ges av

h 2 2
Ykt1 = Yk + Z(kl + 3ko) ki = f(tk, yx) ko = f(ty + ghy?/k + ghk1)~

(a) Applicera metoden pa problemet y'(t) = Ay(¢) for att bestimma metodens approxi-
mationsordning.

(b) Ange maximal steglingd h som ger en stabil metod for problemet 3 (t) = —y(t).

4
8. Studera f(t) = m

(a) Bestdm ett polynom p(t) som interpolerar f(t) i de 5 punkterna {0, £1,+2}.
(b) Beriikna f_22 f(t)dt pa tre sitt:
i. Integrera polynomet fran (a),

ii. Anvind Simpsons formel med funktionsvérden i punkterna {0, £1, £2}
iii. Beridkna integralen analytiskt.

Gav metod 1i. eller ii. bast resultat?

(¢) Kan man forvinta sig béttre resultat om man anvénder ett polynom som interpolerar
f(z) i fler punkter? Varfor/varfor inte?

(3p)

(3p)

(3p)
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TMA672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoidng fran 2021 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar. Samma detaljniva pa l6sningar som pa en vanlig salstenta utan hjialpmedel forvéntas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Antag att A = QR och AT = QR med Q = [a1 g2 g3] en 3 x 3 ortogonalmatris,

Q= [@1 ... Q5] en 5 x 5 ortogonalmatris och
4 1 -4
3 -4 2/3 1/3 -4 0 -1 —4
R=1|0 2 -2/3 8/3 2|, R=10 0 3
0 0 1/3 —4/3 0 0 0 0
0 0 0

(a) Bestdm dimensionerna for rummen V(A), V(AT), N(A) och N(AT).

(b) Bestdm ON-baser fér de rummen i (a) uppgiften som har positiv dimension.
Uttryck dina svar i kolonnerna q; och q; och motivera dina svar.

(c) Bestim minstakvadratlosningen till A”x = b om b = —4qs + 3q3 + 244 och ange
normen av residualen.

Lo6sning:

(a) R har rang 3 och Q ir inverterbar, sa dim(V (4)) = 3. R har rang 3 och Q r inver-
terbar, sa dim(V (AT)) = 3. Detta stimmer ocksd med rangsatsen. Dimensionssatsen
ger dim(N(A)) =5 —3 =2 och dim(N(AT)) =3 -3=0.

(b) Formen pa R ger att V(A) spénns upp av kolonnerna i ) som ér linjért oberoende,
sa {q1,q2,q3} utgor en ON-bas for V(A). Formen pa R ger att V(AT spinns upp de
tre forsta kolonnerna i @ som &r linjért oberoende, sa {qi, q2,q3} utgér en ON-bas
for V(AT). Satsen om de fyra fundamentala underrummen ger att N(A) = V(AT)+
Samtliga kolonner i @ utgor en ON-bas for R? och de tre forsta utgér en bas for
V(AT) s& {Qs, 5} utgor en bas for V(AT)L = N(A).

(c) Mlnstakvadratlosmngen ges av Rix = QTb dér Ry ges av de tre forsta raderna i R
och Q1 ges av de tre forsta kolonnerna i Q Kolonnerna i Q ar ortonormala, sa vi far

@b =0, @b = —4 och gl'b = 3. Minstakvadratlgsningen ges dirfor av

4 1 —-4,0 4 1 014 1 0 0|1 1
0 -1 4,4 ~]10 -1 0|0 |~]010|0]|=x=]0
0o 0 3|3 0 0 1)1 0 0 1|1 1
Lat Qs = [@4, ds). Normen av residualen ges av ||7|| = |Q¥b|| = H [(2)] H =2.
0 O 2
2. Betrakta matrisen A= [0 1/2 0
2 0 =3

1 VAND!

(2p)
(3p)

(3p)



(a) Bestdm alla egenvérden till A och baser for motsvarande egenrum.

(b) Anvind resultatet i (a)-uppgiften for att berdikna A* for k € Z. Det ar OK att svara
med en produkt av tre matriser. Motivera varfér &ven negativa k fungerar.

(c) Bestdm en vektor u som maximerar Q(u) = ||Aul|? under forutsittningen ||ul| = 1.
(Tips: Skriv @Q(u) som en kvadratisk form.)

(d) Berikna konditionstalet x(A).
Lo6sning:
(a) Vi soker egenvirden till A:

O=det(A—A)=[0 1/2—-X 0 =(1/2A)‘2 _3_A‘
2 0 —3-A

= (1/2 =N\ 43X —4) = (1/2 = (A= 1)(A +4),

sa egenvirdena #r Ay = 1/2, A2 = 1, \3 = —4. S6k egenvektorer till de olika
egenvirdena:
-1/2 0 2 |0] 1 0 —410 0
Al=1/2: 0O 0 0 |0]~ {0 0 9/210| =vi=|1]|,E(\)=Span{v;}.
2 0 -7/2]0] 00 010 0
-1 0 2 /0] [1 0 —=2/0 2
=10 —=1/2 0 |0|~|0 1 0 |0]|=va=|0[|,E(\2)=Span{va}.
2 0 —-4(0] |0 0 00O 1
4 0 2|07 [2 0 1|0 1
Adg=—-4:10 9/2 0({0f~|0 1 0[0|=v3s=|0 |,E(A\3)=Span{vs}.
2 0 1/0] [0 0 0O]O -2

(b) Matrisen dr symmetrisk och alla egenvirden har multiplicitet ett, sa {vi,va,v3} &r

0 2/vV5 1/\/5
0

automatiskt ortogonala. Normering ger en ortogonalmatris T' = |1 0 .
0 1/v5 —2//5
1/2 0 0
Vifar A=TDTT med D=0 1 0
0 0 —4

AF =TprT™rpTT ... TDTT =TDD ... DTT = TDFTT

0 2/vV5 1/V/5][27% 0 0 0 1 0
=11 0 0 0 1 0 2/vV5 0 1/V5
0 1/v5 =2/v5] [0 0 (=4)F] [1/v5 0 —2/V5
BEE: (—4)k 0 2 — (—4)*
== 0 5.27F 0
2-2(=4)F 0 1+2(-4)F
Negativa k fungerar pga TD'TTA = TD'TTTDTT = TD'DTT = TTT =TI sa
At =TD'TT.
(c) Q(u) = (Au, Au) = u’ATAu = u’A%u = W'TD?>TTu. Lat w = TTu. DA blir
|w|| = |TTu|| = |lul| = 1 pa grund av att T7 #r en ortogonalmatris. Q(u) = 272w? +
0 0 1!
w3+ (—4)?w3 < 16 med likhet for w = |0| vilket motsvararu=T |0 = — | 0 |.
V5
1 1 -2
d) Analysen i c) uppgiften ger ||A|| = /A3 = |\3] = 4, dvs roten av storsta egenvirdet
3
for A2, Pa samma sitt fas [[A7Y| = y/A[2 = ™ = 2. Konditionstalet dr xk(A4) =
1

JA 1A =24 =8,

2 VAND!



3. Lat V vara vektorrummet av reella kontinuerliga funktioner f(t) pa intervallet [0, 1] sadana
att [i f(t)?In(t)dt &r sndlig. Lat

1
<ﬂmmm=—AfuMwmtﬁ

och lat U vara det underrum av V' som spénns upp av {1,t}.

(a) Visa att (f(t),g(t)) ar en skaldrprodukt pa V.

(b) Bestdm en ON-bas fér underrummet U.
Du far vid behov anvénda att /01 t*In(t)dt = (a—_i—ll)2 for a > —1.
(c) Bestiim funktionen p(t) € U som minimerar (p(t) — 2, p(t) — t2).
Losning:
(a) Den dr symmetrisk: (f(t), g(t)) = — fo f(@®)g(t) In(t)dt = (g(t), f(t)), linjéir i férsta ar-

)
@mmmt<ﬂywhw (1)) :—kcﬁt+M(D(ﬂ tt:—ak n(t)dt—
( (

9
b fy h ﬁ—afﬂ » b(h(t), g(t))-
Vi har dven <f(t = fo t)2In(t)dt > 0 pa grund av att —In(¢) > 0 pa inter-
vallet. Pa grund av kontlnultet far vi dven att likhet endast kan gélla om p(t) = 0 pa
hela intervallet. Utan kontinuiteten hade f(¢) kunnat vara nollskild pa t.ex. enstaka
punkter. Vi drar slutsatsen att det dr en skaldrprodukt.

(b) Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess pa p; = 1,ps =t ger

up =p1 =1, {u,u) = (L, 1) =1=¢ =1,

1
uz=pr—@mmﬁ1:t—@J):t+/1ﬂmoﬁzﬁ—i,
0

! 11 1 7
142
= — — = 1 = - — — _—= —
(ug,ug) /0 (t— 1) In(t)dt 53 + 6= 114
12 3
Sey=——(t—1)= (4t -1
2 \ﬁ( 4) \ﬁ( )

Svar: {1, 3 (4t — 1)} utgér en ON-bas for U.
(c) Enlingt sats 2.7 &r p(t) ortogonalprojektionen av t2 pa U, sa

p(t) = (t2, e1)er + (12, ea)ey ‘Kﬁm@ﬁaunlz%unm@ﬁ
19 1 1y 1 5 5 17
=5+ -D(G-g) =gt EUt-D =7t 55

4. (a) Visa identiteten
2 2 2 2
u+ "+ [[u = v[[* = 2flul|” + 2||v]|
for alla vektorer u och v i ett linjart rum med norm som kommer fran en skaldrprodukt.

(b) Antag att A #r en n x n matris som uppfyller A2 — A —2I = 0. Ange alla egenviirden
som A skulle kunna ha.

(c) Vad ér fordelen med trunkerad SVD jamfort med SVD.

Lo6sning:
(a) For godtyckliga vektorer u, v har vi

lu+v]?+u=v|’=@u+v,u+v)+u-—v,u—v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) + (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v, V)
= 2(u,u) + 2(v,v) = 2||u||® + 2||v|%

3 VAND!



(b)

Antag att \ dr ett egenviirde med egenvektor x # 0. Vi far d4 0 = (4% — A —
2)x = AMx — Ax — 2x = (A2 — X — 2)x. Vi kan multiplicera detta med x? sa far vi
0=A-2A=2)xTx=(N=-A-2)x[2, menx #0s80=22-A-2=(A-2)(A\+1)
maste gilla, dvs de enda mojliga egenviardena dr A = 2 och A = —1. Vi vet dock inte
ifall bade 2 och —1 &r egenvérden.

Trunkerad SVD ger liégre konditionstal &n SVD och ddrmed béttre numerisk stabilitet.
Man loser dock ett stort problem istéllet for det riktiga problemet, men detta leder
oftast till mindre problem.

5. Antag att f ir en funktion som uppfyller |f*)(z)| < Mj, for alla z och alla 0 < k < 4. Lat

(a)

(b)

F@H0=4ﬂx+m_3g?_f@_2m.

Bestdam en Ovre grins for beloppet av trunkeringsfelet till differensapproximationen
f'(z) = F(x,h). Den 6vre grinsen far bara bero pa ett limpligt My och h. (Tips:
Restterm pa Lagrange-form.)

Antag att man vid funktionsberikningarna f(x) har ett relativt fel pa 1077,

Bestdm b#sta mojliga steglingden h sa att uppskattningarna av totala felet blir sa
litet som mojligt. Formulera ditt svar i termer av lampliga Mj.

Losning:

(a)

&LmXZFﬂeR%ﬂmz[
T2

(a)

Taylorutveckling ger att det finns &, 7 pa intervallet [z — 2h, z + h| sa att

Fle,h) = o (4 (@) + F/@h+ 57 @2+ 219 €) - 3f(2)

~ (7@ + £ @ (-2h) + 57 @) (20 + 27O (n)(—2h)3))

1 2
= f'(z) + §f(3)(§)h2 + §f(3)("7)h2
Trunkeringsfelet uppskattas av
1 2
[Rer| = [F(x,h) = f'(2)| = [P + 51O mn?|

< SOOI + SISO )2 <

Svar: |Ry| < 1 M3h?.

Funktionsberikningsfelen ger |6f(z)|/|f(z)] < 10710 = |§f(z)] < 107)f(z)] <
1079 My, sa

2 1
M3h2 + §M3h2 = §M3h2

O =

40 f(x + h)| + 30 f(z)| + [0f(z — 2h)]| - 8 M
6h ~ 6-10°
Totala fel-uppskattningen blir [Rr|+|Ry| < g(h) = $M3h?+310~°Moh~!. Optimala
steglingden ges av 0 = ¢/'(h) = %Mgh - %10*9M0h*2 = h3 =2-10"2My/Ms.
Svar: h = (2My/M3)'/3 - 1073,

|Ry| <

3+ a3 —1/2

o ] et = 161

Studera ekvationen f(x) = 0. Gor tva iterationer med modifierad Newtons metod

(dvs anvénd Jacobianen i startpunkten for alla iterationer) med start i punkten { 1] .

4 VAND!

(3p)

(3p)

(3p)



(b) Studera minimeringsproblemet min g(x) da x € R?. Man 6nskar anvinda brantaste

. . 1 S
lutning metoden (steepest descent) med start i punkten [ ] Berikna sokriktningen

for forsta iterationen, men gor ingen linjesokning. : (2p)
Lo6sning:
(a) Jacobianen blir J(x) = [3:16% 2_3:12] . I startpunkten x(0) = E] far vi f(x(0) = i’g ,
J(x0) = E’ _21 . Modifierad Newtons metod ger .J(x(©)s(® = —f(x(?) sor-n hc:iI‘
16sning s(©) = {_3/2} Vi far xM) = x© 450 = [1{2} och f(x() = -5(/)8-.
Modifierad Newtons metod ger J(x(?)s™M) = — f(x(1)) som har 16sning s(!) = [:%2 .

. o 3/8
(2) — x(@) (2) —
Vi far x x* +s [7/8]'

(b) Malfunktionen ir g(x) = || f(x)||?> = f? + f2. Gradienten kan uttryckas i Jacobianen

_ 2f18x1f1 +2f283;1f2 _ 8x1f1 8x1f2 fl _ T : 5
Vg = [2f13x2f1 " 2f2812f2] =2 |:ax2f1 PR = 2J* f. Brantaste lutnings

metoden ger da sokriktningen s(© = —Vg(x(©) = —2(J(xO) T f(x?) = [_150].

7. Antag att man vill 16sa en ODE y/(t) = f(¢, y(¢)) numeriskt med approximationsmetoden
som ges av

h 2 2
Yer1 = Y+ 4 (k1 + 3k2) ki = f(tk yk) ko = f(ty + Fhoye+ ghkl)'
(a) Applicera metoden pa problemet y/(t) = A\y(t) for att bestimma metodens approxi-
mationsordning. (4p)
(b) Ange maximal steglingd h som ger en stabil metod for problemet ' (¢t) = —y(t). (2p)
Loésning:

(a) Test med y = Ay ger ki = Ayk, k2 = Myr + 5hk1) = ML+ AN Yk, Yr1 = Uk +
B (ky+3ko) = (1 4+ LhA + 3RA(L + 200))yk = (1 4+ hA+ 1(AN)?)ys, si tillviixtfaktorn
blir 1+ hA+ %(h)\)Q. Exakt 16sning fran (t, yx) ger ug(trr1) = yreth1—te) — g oA
Det lokala trunkeringsfelet blir Lyy1 = yrir1 — u(ter1) = Yer1 — ype™ = (1 +hA +
$(hA)?2 — "y, = O(R3)yy = O(h?), s& metoden har approximationsordning 2.

(b) Fér A = —1 blir tillvéixtfaktorn 1—h+$h?. Vi far en stabil metod om [1—h+1h%| < 1.
Vi ar bara intresserade av h > 0, sa villkoret blir —1 < 1 — h + %hg < 1 som &r
ekvivalent med 0 < A2 —h+2 = 4(h—1)2+3 och $h% —h < 0. Den forsta olikheten
dr alltid uppfylld, och den andra ger A < 2 under forutsattningen h > 0.

Svar: Maximal steglingd &r h = 2.

4
8. Studera f(t) = yynwol
(a) Bestdm ett polynom p(t) som interpolerar f(t) i de 5 punkterna {0, £1, +2}. (3p)

(b) Berikna f,22 f(t)dt pa tre sitt:
i. Integrera polynomet fran (a),
ii. Anvénd Simpsons formel med funktionsvérden i punkterna {0,+1, £2}
iii. Berdkna integralen analytiskt.

5 VAND!



Gav metod 1i. eller ii. bast resultat?
c¢) Kan man forvénta sig battre resultat om man anvinder ett polynom som interpolerar
g poly p
f(x) i fler punkter? Varfor/varfor inte?

Loésning:

(a) Vi har 5 punkter sa vi behover ett fjirdegrads-polynom. Newtons form &r p(t) =
cotcit+eat(t—1)+est(t—1)(t+1) +cat(t —1)(t 4+ 1)(t — 2). Interpolationsvillkoren
ger

=cg+ 2c1 + 2¢9 + 6c3

( )
( )
4/5 = f(—l) ZP(—l) =cog—c1+2c¢
( )
) ) = ¢o — 2¢1 + 6y — b3 + 24cy

Detta ger ¢g = 1, ¢ = —1/5, ¢ = —1/5, ¢3 = 1/20, ¢4 = 1/40, sa polynomet blir
pt) =1—3t—2t(t— 1)+ 5t(t—1)(t+ 1)+ 45t(t — D)t +1)(t—2) = 1 — > + th

(b) i. Polynomet &#r symmetriskt sa

2 2 2
3 1 78
tdt = 2 dt =2 |t — —t34+ —¢°| =— =3.12.
/_2p() /Op() [ 20" tano! 2%

ii. h =1, sa4 Simpsons formel ger

[ L2+ 451 4250+ 150 + 1)
1.1 16 16 1 47
= SGH T A2t g) = o = 3133

iii.

2 2
4 1
2 dt= | dt = [2arctan(t/2)]2, = 4~ = 1 ~ 3.14159265
/24+t2 /21+(t/2) [2arctan(t/2))2, = 47 =

Simpsons formel som bygger pa andragradspolynom gav ett béttre resultat &n inter-
polationen med fjardegrads-polynomet, pa grund av Runges fenomen.

¢) Nej! Runges fenomen upptrider vilket innebér att approximationen blir simre mellan
Nej! R f trader vilket innebér att imati blir s& 11
punkterna framforallt i ytterkanterna pa intervallet.

(4p)

(1p)



