MATEMATISKA VETENSKAPER Hjidlpmedel: alla

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2020-10-10 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Tentamen 031-772 5396

TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoidng fran 2020 ars bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga l6sningar. Samma detaljniva pa losningar som pa en vanlig salstenta forvantas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. (a) Lat (p(t),q(t)) = (p(0) — p(1))(g(0) — q(1)) + p(1)q(1). Avgor ifall detta &r en inre
produkt pa P, dvs rummet av andragradspolynom.

(b) Lat F vara definierad av
F(p)(t) = (t +1)p'(t) + 2p(t) + tp(1).

Visa att F' ar en linjar avbildning F' : P, — P».
(c) Beskriv matrisen for avbildningen fran (b) uppgiften uttryckt i basen {1,t,#2}.

i (t) = —3x1(t) 4daa(t) —4zs(t)
2. Betrakta systemet av differentialekvationer ¢ z4(t) =  4ai(t) —x2(t)
zh(t) = —4xi(t) —5x3(t)

(a) Diagonalisera systemet.
(b) Los systemet med begynnelsedata x(0) = [2 — 2a, —1 — 2a,2 + a]T diir a € R.

(c) Avgor ifall systemet dr stabilt, dels genom generell teori, dels genom att jaimfora
l6sningarna f6r a = 0 med 16sningar for sma a # 0.

1 2 -1

o -1 0 2

3. Lat A = 10 -1
1 2 -4

(a) Gor en kompakt QR-faktorisering av A = Q1 R med hjilp av Gram-Schmidt metoden.

(b) Anvind satsen om de fyra fundamentala underrrummen for att fylla ut @1 matrisen
i A uppgiften till en ortogonal matris med hjélp av en lamplig noll-rums berdkning.

(c) Berikna en ortogonalprojektion av u = [1,2,1,4]7 pa V(A).

4. Lat f(z1,72) = —4x1 + 4ag + 2(21 — 22)% + (21 + 22)%. Vi soker minimera f(x).

(a) Berikna Hessianen av f.

(b) Bestém en sokriktning s med hjilp av Newtons metod med start i punkten x(©) =
[0, —-1]7.
(c¢) Utfor exakt linjestkning i riktningen fran (b) uppgiften.

1 VAND!



5. (a) Lat A vara en godtycklig reell matris som uppfyller AT = — A. Visa att dess egenviirden
ar imagindra.

(b) Antag att tre kvadratiska matriser A, B och C uppfyller AC' = CB och att C' inte
har egenvérde 0. Visa att A och B da har samma egenvérden.

6. Vi vill berdikna v/ K for K € R genom att 1osa 2> = K med iterativa algoritmer.
. K 1 K

Lat go(x) = 2 och gi(z) = §<2:c + ﬁ)

(a) Visa att V'K é#r en fixpunkt for bada funktionerna go och gi.

(b) Avgor vilken eller vilka av fixpunktsmetoderna xp1 = go(x) och xx1 = g1(xk) som
kommer konvergera for zg # v/ K men nira roten.

(¢) Visa att xp11 = g1(xp) dr ekvivalent med Newtons metod.

4
7. Lat matrisen A = Zaiuiv;‘ﬁ, dir {uy,...,ug} dr en ON-mingd i R, {vy,...,vs} ér en
i=1
ON-mingd i R?, 01 = 103, 09 = 1, 03 = 10720 5, = 10720,
(a) Bestdm matrisens rang.
(b) Bestdm matrisens (effektiva) konditionstal.

(¢) Definiera en matris A som ger en liten norm |A—AJ|, men ett mycket mer vilkonditionerat
minstakvadratproblem Ax = b. Ange &ven normen ||A — AJ|.

(d) Los minstakvadratproblemen Ax = b och Ax = b, med b = 2uy+eus+ 7us och tolka
resultatet. (Tips: Anvénd en matris uppkallad efter arets nobelpristagare i fysik.)

8. Studera det reella begynnelsevirdesproblemet {y dér funktionen g(t)

har funktionsviarden

t| 0 1/4 1/2
g1l -1 0

(a) Approximera y(1/2) med trapetsmetoden f6r ODEer med steglingd h = 1/4.

(b) Utfor variabelbytet z(t) = (y(t)) 2 och skriv upp l6sningen z(t) pa integralform.
)
)

(c

(d) Approximera sedan y(1/2) genom att integrera interpolationspolynomet p(t).

Bestam interpolationspolynomet p(t) som interpolerar g i de givna punkterna.

(1p)

(3p)
(3p)
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TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgrianserna ar 30 fér 3 (godkédnd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoiéng fran 2020 ars bonusuppgifter far tillgodoridknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga losningar. Samma detaljniva pa losningar som pa en vanlig salstenta forvéntas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. (a) Lat (p(t),q(t)) = (p(0) — p(1))(q(0) — ¢q(1)) + p(1)g(1). Avgor ifall detta dr en inre
produkt pa P,, dvs rummet av andragradspolynom.

(b) Lat F vara definierad av

F(p)(t) = (t + 1)p'(t) + 2p(t) + tp(1).
Visa att F' &r en linjar avbildning F': P, — Ps.
(c) Beskriv matrisen for avbildningen fran (b) uppgiften uttryckt i basen {1,t,#2}.

Losning:

(a) Egenskaperna (p(t), ¢(t)) = {g(t), (1)), {ap()+br (1), a(t)) = a(p(t), a(t)) +b(r (), a(t))
ar enkla att verifiera. Vi far ocksa (p(t),p(t)) = (p(0) — p(1))? +p( )2 > 0, men lik-

het far vi omm p(0) = p(1) = 0. Detta innebér inte att p(t) = 0. T.ex. uppfyller
p(t) = t(t — 1) villkoret. Darfor dr det inte en inre produkt.

(b) Flap+bq)(t) = (t + 1) g (ap(t) + ba(t)) + 2(ap(t) + bg()) + t(ap(1) + bg(1)) = a(t +
D)p'(t) +b(t+1)¢' () + 2ap(t) + 2bq(t) + tap(1) 4+ tbg(1) = aF (p)(t) + bF (q)(t) for alla
a,b € R och p,q € P,. Dessutom ser vi att p/(¢) har maximal grad 1 och p(1) &r en
konstant, sa F'(p)(t) far maximal grad 2. Alltsa &r F en linjir avbildning F' : P, — P5.

(c) F(1)(t) = 042+t = t+2, F(t)(t) = (t+1)+2t+t = 4t+1, F(£*)(t) = (t+1)2t+2t>+t =
4t% + 3t. Uttryckt i basen € = {1,¢,t?} far vi matrisen for avbildningen

210
A= [[FQ)e [Ft)]e [Ft)e]= |1 4 3
0 0 4
i (t) = —3x1(t) 4dao(t) —4das(t)
2. Betrakta systemet av differentialekvationer ¢ z4(t) =  4xi(t) —x2(t)
zh(t) = —4xi(t) —5x3(t)

(a) Diagonalisera systemet.
(b) Los systemet med begynnelsedata x(0) = [2 — 2a, —1 — 2a,2 + a]T diir a € R.

(¢) Avgor ifall systemet dr stabilt, dels genom generell teori, dels genom att jimfora
16sningarna fér a = 0 med 16sningar for sma a # 0.

Losning:
-3 4 —4
(a) Systemet kan formuleras som x' = Ax med A= |4 -1 0
-4 0 =5
Vi soker egenvérden till A:
-3 4 -4
O=det(A—X)=|4 —1 0[=81+9IA=922 X3 =—(=3+N)B+NO+N).
-4 0 =5

1 VAND!

(3p)



(a)
(b)

()

Sok egenvektorer till de olika egenvérdena:

6 4 —4] 1 0 —1] 1 0 -1 1 0 —1 2
AM=-9:14 8 0|~|1 2 0|~|0 2 1 |~0 2 1]|=>vi=]|-1
-4 0 4] [3 2 -2 [0 2 1 00 O 2
[0 4 —4 2 1 0] [2 1 0 (2 1 0 —1]
A=-3:14 2 0|~0 1 —-1|~]0 1 —=1|~|0 1 —1|=ve=|2
-4 0 -2 (2 0 1] [0 -1 1 0 0 0 | 2 ]
—6 4 —4] 1 0 27 1 0 27 1 0 2 —2]
=34 -4 0|~|1 -1 O0|~]|0 -1 —2({~|0 1 2|=>v3=|-2
-4 0 -8 -3 2 =2 0 2 4] 000 | 1]
Matrisen ar symmetrisk och alla egenvirden har multiplicitet ett, sa egenvektorerna
Vi, Vo, V3 dr automatiskt ortogonala. ||vi]| = [[ve|| = ||v3]| = 3. De normerade
2 -1 =2 -9 0 0
egenvektorerna ger T'= - |—1 2 —2|. Egenvérdenager D= | 0 —3 0| och
Sla 2 1 0 0 3
vifar A =TDTT. Med y = T"x far vi det diagonala systemet y’ = Dy.
y(t)=ce™™  T¢ 3
De allméinna lsningarna r { yo(t) = coe 3 . |c2| =y(0) = TTx(0) = | 0 |. Det
uslt) = s s 30
ursprungliga systemets 16sning blir
z1(t) (2 -1 -2 3e~ 9 2 —2]
)| =Ty(t)=-|-1 2 =2 0 | =|-1|e®+a|-2]|¢%
z3(t) 312 2 1] |3ae™ 2 1

Alla egenvirdena &r inte negativa sa systemet &r inte stabilt. Vi ser att en liten
storning av begynnelsedata for a = 0 gor att 16sningen divergerar istéllet for att
konvergera mot [0,0,0]”. Alltsa #r systemet inte asymptotiskt stabilt.

1 2 -1
-1 0 2
-1 0 —1|°

1 2 -4

Gor en kompakt QR-faktorisering av A = @1 R med hjilp av Gram-Schmidt metoden.

Anvind satsen om de fyra fundamentala underrrummen for att fylla ut (1 matrisen
i A uppgiften till en ortogonal matris med hjilp av en lamplig noll-rums berdkning.

Beriikna en ortogonalprojektion av u = [1,2,1,4]7 pa V(A).

Losning:

(a) Vi anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Lat

1
up 1-1
w=a, Q=357 =5 )
] 2 -1
1
2 1] 1 1
w—a (@ oag= |0 2T 2 Y e 2 o Lf
2 = az q1 2Qll—0 9 -1 = 1] Q2—Hu2”—217
2 1] 1 1
[—1 1 1 1
2 -3 | -1 -2 |1 311
w= A (A a)a (@ a)e = | g g | Ty |
| —4 1 1 -1




1 1

. us . 1 1 . . 11-1
qs = w2 |-1]° Q1= [q1 92 q3] = 5 |1
—1 1

1 1
1 1
1 -1
1 -1

Med Ti; = H’LL]H och Tij = (qz : aj) for ¢ < j far vi A = QlR med

2 2 =3
R=1(0 2 -2
0 0 3

(b) N(AT) = V(A)* = V(Q1R)* = V(Q1)* pa grund av att R ir inverterbar. De sista
kolonnerna i @ ska utgora en bas for V(Q1)*+ = N(AT). Vi soker dérfor

1 -1 -1 110 100 1]0 21
ATy =01 2 0 0 2|0|~-~|010 —-1|0]|=>y= || s
-1 2 -1 —4|0 001 1|0 B
1 1 1 -1
. o .. . -1 1 1 1
Efter normering far vi tillsammans med ()1 matrisen Q = 3121 1 -1 —1l°
1 1 -1 1

(c) D& kolonnerna i Q utgoér en ON-bas for V(A) blir ortogonalprojektionen Q1Q7 u =
T
2 1 2 3

4. Lat f(z1,22) = —4x1 + 4x9 + 2(71 — 22)% + (21 + 22)%. Vi soker minimera f(x).

(a) Berdkna Hessianen av f. (2p)
(b) Bestim en sokriktning s med hjilp av Newtons metod med start i punkten x(©) =

(¢) Utfor exakt linjestkning i riktningen fran (b) uppgiften. (2p)
Lo6sning:

(a) Vf(x) = —4+4(x1 — x2) + 4(z1 + 22) ] H(x) = [4+12($1+x2)2 4 12(2y + 2)?

4 — 4(.’E1 — 332) + 4(561 + ZEQ) —4 + 12(331 + 562)2 4+ 12(331 + 1‘2)2

1=l

(c) Linjesokningen innebér att vi vill minimera g(t) = f(x© +ts) = —2¢ + 4(%1‘ 1)+
2+ (3t —1)*. Vi soker stationdr punkt 0 = ¢/(t) = —2 + 3t + 3 (3¢ 1) 3(3t—1)3
Sag¢'(3)=0,4'(t) <0fort <0ochg'(t) >0fort>0,sat=23ger mlnpunkten for
linjesokningen. Sa x(1) = x(0) 4 3s = [1/2, —1/2]".

16 8
8 16

=

(b) Newtons metod ger H(x(o))s = —Vf(x(o)) PN [

5. (a) Lat A vara en godtycklig reell matris som uppfyller AT = — A. Visa att dess egenviirden

ar imaginéra. (4p)
(b) Antag att tre kvadratiska matriser A, B och C uppfyller AC' = CB och att C' inte
har egenvérde 0. Visa att A och B da har samma egenvéarden. (3p)
Loésning:

(a) Lat x vara en godtycklig egenvektor med egenvirde A\. Komplexkonjungerar och trans-

ponerar man sambandet Ax = Ax far man A\x? = xT AT = —xT A. Multiplikation
med x ger Ax'x = —xT Ax = —\x"x. P4 grund av att en egenvektor aldrig kan vara
nollvektorn och x7x > 0 for alla noll-skilda vektorer x kan vi dra slutsatsen A = —\,

dvs egenvéirdet A dr imaginért.

3 VAND!



(b) Matrisen C har inte egenvirde 0, si C~! existerar. Vi far dirfor sambandet A =

CBC~!, dvs A och B ir similéra. Simildira matriser har samma egenvirden pa grund
av att de har samma karakteristiska polynom det(A — A\I) = det(CBC~! — \I) =
det(C(B — AXI)C™1) = det(C) det(B — A\I)1/det(C) = det(B — \I).

6. Vi vill beréikna v K for K € R genom att 1osa 2> = K med iterativa algoritmer.

. K
Lat go(z) = —5 och g1(z) =

1 K

(a) Visa att V/K ir en fixpunkt for bada funktionerna gy och g;.

(b) Avgor vilken eller vilka av fixpunktsmetoderna xp1 = go(x) och xxy1 = g1(xx) som

()

oo 3 .
kommer konvergera for xg # v K men néra roten.

Visa att xp+1 = g1(x) dr ekvivalent med Newtons metod.

Lo6sning:

(a)

(b)

()

Go(VE) = 57 = K1V = YR, (V) = VR +1K7) = LUK+ KV = VE.
Alltsa dr VK en fixpunkt for go och gi.

gh(z) = —2K273 ger |gh(VEK)| = | — 2| =2>1 sé fixpunktsmetoden 1 = go(xg)
konvergerar inte for zq # VK. g} (z) = 2 — *K{L’ ger g (VK) = % —% =0. g} (z) &r

kontinuerlig sa |¢gf(x)] < 11ien omgivnmg av x = v/ K. Dirfor konvergerar metoden
for alla  néra roten.

23 _ flar) _ K _ 1
) =a°— K ger xp11 = x) — f’((:ui)) =T — gxi =Tk — 3Tk +

Newtons metod for f(x
% = 1 (2zp + wi) g1(xk), sa Newtons metod dr ekvivalent med xp1 = g1 ().

7. Lat matrisen A = Z:azuZ , dir {uy,...,ue} dr en ON-méngd i R®, {vy,...,vs} dr en

=1

ON-méngd i R?, 01 = 103, 09 = 1, 03 = 1072904 = 10720,

(a)
(b)
()

(d)

Bestdm matrisens rang.

Bestdm matrisens (effektiva) konditionstal.

Definiera en matris A som ger en liten norm |A—AJ|, men ett mycket mer vilkonditionerat
minstakvadratproblem Ax = b. Ange &ven normen ||A — AJ|.

Lo6s minstakvadratproblemen Ax = b och Ax = b, med b = 2us+eusz+ 7us och tolka
resultatet. (Tips: Anvénd en matris uppkallad efter arets nobelpristagare i fysik.)

Lo6sning:

(a)
(b)
()

Antalet nollskillda singuldra vérden dr 4, sa matrisens rang ar 4.
o 10°
oy 10720

Vi har tva singuléra véirden som dr mycket sma. Vi bor dérfor trunkera dessa. A =

= 10%.

Det effektiva konditionstalet #r k(A) =

E alulv ger A — A= E oV T’ Matrisnormen ges av storsta singulédra virdet sa

a_ = 103, s& minstakvadratproblemet Ax = b blir
02

HA — Al = 03 = 102 R(A) -

mycket mer vélkonditionerat.

Moore-Penrose pseudo-inverserna ges av At = Za vlu och AT = Za vzu .
=1

P& grund av att {uy,...,us} #r en ON-mingd far vi ulb =0, ulb = 2 ulb = e,

u{b = (0. Minstakvadratlésningarna blir X = = Afb = 20’2 vy + €0y 1V3 = 2vgy +

10%ev3 respektive x = Afb = 20’2_1V2 = 2vo. Vi ser att sma stérningar i b ger stora

féréndringar i X men inte i Xx. Alltsa dr den trunkerade SVD metoden stabilare.

4 VAND!



'(t) = g(t)(y(t))?
8. Studera det reella begynnelsevéirdesproblemet {y((())) iq( () dér funktionen g(t)
y =
har funktionsvirden
t| 0 1/4 1/2
g|16 -1 0

(a) Approximera y(1/2) med trapetsmetoden f6r ODEer med steglingd h = 1/4.

(b) Utfor variabelbytet z(t) = (y(t))~2 och skriv upp lésningen z(t) pa integralform.
)
)

(c

(d) Approximera sedan y(1/2) genom att integrera interpolationspolynomet p(t).

Bestam interpolationspolynomet p(t) som interpolerar g i de givna punkterna.

Lo6sning:

(a) Trapetsmetoden ger yj.1 = yi + 2(g(tx)y; + 9(trs1)Yp 1) yo = 1 och t = kh = k/4
ger y; =1+ %(g(O) +g(1/4)y3) =3 — %y%. Ekvationen har 16sning y; = 2 (de andra
1osningarna &r komplexa). yo = y1 + =(9(1/4)y3 + g(1/2)y3) =2+ (-8 +0) = 1.
Svar: y(1/2) = y; = 1.

() 2(8) = (y(£)"* ger 2'(t) = =2(y(£) /(1) = —2(y(1)) *(y(t)°9(t) = —29(t), sd
2(t) = 2(0) — 2 [ g(x)dx, men 2(0) = (y(0)) 2 =184 2(t) =1 -2 [ g(x)dx.

(¢) Vi har 3 punkter sa vi behover ett andragradspolynom. Newtons form &r p(t) =
co + c1t + cot(t — 1/4). Interpolationsvillkoren ger

Detta ger cg = 16, ¢; = —68, co = 144, sa interpolationspolynomet blir
p(t) = 16 — 68t + 144t(t — 1/4) = 16 — 104t + 144¢>.
(d) 2(t) =1 -2 [ g(a)dr = 1 -2 [} p(z)de = 1 — 32t + 104> — 96> = 2(1/2) ~ —1 =

y(1/2) = (2(1/2)) 71 = .
Svar: y(1/2) ~ —i. (Uppgiften blev inte riktigt som den var téankt.)



