MATEMATISKA VETENSKAPER Hjidlpmedel: alla

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2020-08-27 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
Tentamen 031-772 5396

TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoidng fran 2020 ars bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga l6sningar. Samma detaljniva pa losningar som pa en vanlig salstenta forvantas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat F : R? — R? vara den linjira avbildningen som ges av en spegling i planet genom
origo med normal n; = [1,0,1]7 f5ljt av en ortogonalprojektion pa planet genom origo
med normal ny = [1,0, —1]7.

(a) Vilj en ldmplig bas &’ sa att matrisen for F i basen &£ blir enkel. Svara med bade
bas och matris.

(b) Utfor ett basbyte till standardbasen & fér R och beskriv matrisen for F i basen &.

2. Lat

(), a(t)) = /1 o)ttt

Lat V C C(1, 00) vara méngden av reella kontinuerliga funktioner p(t) pa intervallet [1, oo[
som har (p(t),p(t)) < oc.
Lat U vara det underrum av V som spénns upp av {1,#,¢71}.

Visa att V dr ett underrum av vektorrummet C(1, 00).
Visa att (p(t),q(t)) dr en skaldrprodukt pa V.
Bestédm en ortogonal bas for underrummet U.

Lat r(t) € V vara en given funktion och vi vill bestimma en funktion f(¢) € U som

minimerar (f(t) — r(t), f(t) — r(t)).
Skriv upp ett uttryck for f(¢) med hjilp av integraler som beror pa r(t)?

3. Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 5l’% + 8x1x0 + 51‘% —4x1x3 — 4T3 + 2m§ dar
x € R3.

(a) Bestdm en matris A si att Q(x) = x! Ax.
(b) Ortogonalt diagonalisera matrisen A. (Tips: Egenvérdena &r heltal.)

(c) Karakterisera den kvadratiska formen som positivt/negativt definit/semi-definit eller
indefinit.

(d) Lat f(x) = c+x'v + Q(x), diir c € R och v € R? #r konstanta.
Vi séker extrempunkten till f(x) med Newtons metod med steglingd o = 1 utgaende
fran en initial-gissning x(©).
Uttryck resultatet x(1) efter en iteration och visa att en iteration ricker for att hitta
extrempunkten oavsett virdena pa ¢, v och x(©).
Avgor dven om extrempunkten dr max eller min punkt. Ditt uttryck for x(1) far
innehalla symbolerna A, A~!, v och ¢. Du behéover alltsa inte rikna ut A=

1 VAND!

(3p)



4. Studera begynnelseviirdesproblemet {

ddr funktionen ¢(¢) har funk-

tionsvarden

(a)
(b)

tl o0 1/2 1
g -1 —2 -1

Approximera y(1) med Eulers bakatmetod med steglingd h = 1/2.

Utfor variabelbytet z(¢) = Iny(t) och skriv upp losningen z(t) pa integralform.
Approximera sedan y(1) med hjéilp av Simpsons regel.

5. Betrakta foljande tabell éver funktionsvérden av en funktion f(¢).

t[1.0 1.1 14
fl20 21 22

Antag ocksa att f € C2([1,1.4]) och |f”(t)| < 4 for alla t € [1,1.4].

(a)
(b)

()

6. En matris A har en LU-faktorisering med L =

Anvind Taylorutveckling for att visa att framat-differens f6r f’(¢) ger trunkeringsfel
Th"(€) dirt << t+h.

Approximera f’(1.0) sa noggrant som méjligt med hjélp av framat-differens och skatta
bade approximationsfelet och avrundningsfelet. Funktionsvirdena &r korrekt avrun-
dade till en decimal.

Bestam ett polynom p(t) som interpolerar f(t) i de givna punkterna.

0
0
-2 1
5

N O = O
O O O N
o O O

0

Bestédm en bas for V(A) utan att berékna hela matrisen A.
Bestéim en bas for N(AT)+.

Avgoér genom att enbart titta pa matrisen L ifall pivotering har anvints vid faktori-
seringen.

Vilket matt pa felforstarkning forbattras med hjélp av pivotering?

Lat U vara ett vektorrum, lat F' : U — U vara en linjir avbildning och lat {e1,...,e,}
vara en ON-bas for U bestaende av egenvektorer till . Visa att F' &r en symmetrisk
avbildning.

Antag att x ar en egenvektor till en matris A. Hur berdknar man da enklast motsva-
rande egenvérde? Visa att din formel ger egenvérdet.

8. Lat tg = —¢, t1 = 0, to = € dér 0 < € < 1. Man vill med hjilp av minstakvadratmetoden
anpassa en linjér funktion f(t) = co + ¢t till métdata f(to) =3, f(t1) = —1, f(t1) = 1.

Skriv det 6verbestamda problemet pa formen Ax = b och 16s minstakvadrat-problemet
med hjilp av normal-ekvationerna.

Utfor en kompakt singuldrvirdesfaktorisering (SVD) A = U1V (Tips: Diago-
nalisering av AT A ger tva av matriserna, den tredje kan man sedan 16sa ut fran
A=U1 V)

L6s minstakvadrat-problemet med hjélp av SVD-faktoriseringen.

Berikna (det effektiva) konditionstalet x(A) och kommentera vad som hénder om e
blir litet.

Los minstakvadrat-problemet med trunkerad SVD.

[a)
S = O =

(3p)

(3p)
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Examinator: Thomas Béckdahl Telefonvakt: Thomas Béackdahl
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TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng ér 60, och betygsgrinserna dr 30 for 3 (godkéind), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoéng fran 2020 ars bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina l6sningar, ldmna ej in kladdpapper! Poangavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga 16sningar. Samma detaljniva pa l6sningar som pa en vanlig salstenta forvéntas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat F : R? — R? vara den linjira avbildningen som ges av en spegling i planet genom
origo med normal n; = [1,0,1]7 f5ljt av en ortogonalprojektion pa planet genom origo
med normal ny = [1,0, —1]7.

(a) Vilj en ldmplig bas &’ sa att matrisen for F i basen &£ blir enkel. Svara med bade
bas och matris.

(b) Utfor ett basbyte till standardbasen £ for R? och beskriv matrisen for F i basen &.
Lo6sning:

(a) Lat G : R® — R3 vara speglingen och H : R® — R3 vara ortogonalprojektionen.
Lat fi = ny, f5 = ny och f3 vara ortogonal mot f; och fo. T.ex. f3 = [0,1,0]7.
Pa grund av att bade fy och f3 ar ortogonala mot f; och G &r en spegling i planet
ortogonalt med normal f; far vi G(f;) = —f}, G(f3) = f5 och G(f3) = f5. Da H &r en
ortogonalprojektion pa planet med normal f5 far vi H(f;) = f1, H(f2) = 0, H(f3) = f3.
Sétter vi samman F' = H o G far vi F(f;) = —f;, F(f2) = 0 och F(f3) = f5. I basen

1 1 0 -1 00
E={10],10],|1|}far F matrisen A’=]0 0 0f.
1 -1 0 0 01
1 1 0
(b) Transformationsmatrisen 7' = [[fl]g [f2]e [fg]g} = (0 0 1] beskriver ett basbyte
1 -1 0

fran £ till £, s& om A dr matrisen for F i basen & far vi sambandet A’ = T-1AT.
Vinder vi pa sambandet far vi A = TA'T~!. Riknar vi ut matrisinversen 77! =

1 0 1
1 1 0 -1/ far vi till slut matrisen for F i basen £
2
0 2 0
1110—100101 1—10—1
A:§001 00010—125020
1 -1 0 0 0 1{fo 2 0O -1 0 -1

<p@%q@»::A%3qu@ﬁ—%u

Lat V C C(1, 00) vara méngden av reella kontinuerliga funktioner p(t) pa intervallet [1, oo[
som har (p(t),p(t)) < oo.
Lat U vara det underrum av V som spénns upp av {1,#,¢71}.

(a) Visa att V dr ett underrum av vektorrummet C(1, c0).
(b) Visa att (p(t),q(t)) &r en skaldarprodukt pa V.

1 VAND!



(c) Bestdm en ortogonal bas fér underrummet U. (4p)

(d) Lat r(t) € V vara en given funktion och vi vill bestimma en funktion f(t) € U som
minimerar (f(t) — r(t), f(t) — r(t)).
Skriv upp ett uttryck for f(¢) med hjilp av integraler som beror pa r(t)? (2p)

Loésning:

(a) Lat p(t),q(t) € V och a,b € R vara godtyckliga. ap + bg € C(1,00) pa grund av att
C(1,00) dr ett vektorrum. Fran 0 < (p — q)? = p? — 2pq + ¢ far man 2pq < p? + ¢%.
Anvénder vi detta far vi

(ap + bq,ap + bq) = / (ap + bg)*tdt = / (a®p? + 2abpq + b*¢*)tdt
1 1
< [ @ bl + ) + Ve e
1
= (a® + |al|b]){p. p) + (al[b] +b*)(g,q) < oc

Mingden V &r en delméngd av ett vektorrum och &r sluten under linjarkombinationer
sa V &r ett underrum.

(b) Den &r symmetrisk: (p(t),q f1 tt=4dt = {(q(t),p(t)), linjéir i forsta ar-
gumentet < p(t) + br(t), q( fl ap ) + br( Nq(t)t=4dt = afloo )t_4dt +
b t=4dt = a(p(t), ( ))+b(r(t), q(t)). Vihar dven (p(t fl t)t=2)2dt >

0. Pa grund av kontinuitet far vi &ven att likhet endast om p(t ) = 0 pa hela mterval—
let. Utan kontinuiteten hade p(¢) kunnat vara nollskild pa t.ex. enstaka punkter. Vi
drar slutsatsen att det &r en skaldrprodukt.

(c) Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess pa p; = 1,ps = t,p3 =t~ ! ger
up=pr=1,(u,u)=(1,1)=1=e =3,
zprﬁmﬁﬁ@=t—@JB:t—§wmm>=/w@t*4%3+t%ﬁ:i
= e9 = 2uo = 2t — 3, 1
us = p3 — (p3,e1)er — (ps,ea)ea =t~ 1 — (71 1)3 — (¢71 2t — 3)(2t — 3)
=gt =1+t (ug,uz) = /100(t_6 —2t P+t - L L hde =
= e3 = 6Vbuz = V5(t — 6+ 6t ")

Svar: {v/3,2t —3,/5(t — 6 + 6t~!)} utgoér en ON-bas for U.
(Man behover dock inte normera vektorerna for att fa ett korrekt svar.)

(d) f(t) &r ortogonalprojektionen av r(t) pa U. Da {ej, ez, es3} utgor en ON-bas for U,
far vi f = (r,e1)e1 + (r,e2)ea + (1, e3)es, dvs

£(t) =3 /1 T (s)s~ s + (21— 3) /1 " (s)(25 — 3)s—tds

+5(t—6+6t71) / r(s)(s — 6+ 65 1)s *ds
1

3. Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 5:1:% + 8z1x0 + 5:L’§ — 4xq1x3 — daoxy + 2x§ dar
x € R3.
(a) Besti#im en matris A si att Q(x) = x? Ax. (1p)
(b) Ortogonalt diagonalisera matrisen A. (Tips: Egenvérdena &r heltal.) (4p)

(c) Karakterisera den kvadratiska formen som positivt/negativt definit/semi-definit eller
indefinit. (1p)

2 VAND!



(d) Lat f(x) = c+xIv + Q(x), dir c € R och v € R? #r konstanta.
Vi soker extrempunkten till f(x) med Newtons metod med steglingd o = 1 utgaende
fran en initial-gissning x(©).
Uttryck resultatet x(!) efter en iteration och visa att en iteration riicker for att hitta
extrempunkten oavsett virdena pa ¢, v och x(©).
Avgér dven om extrempunkten fir max eller min punkt. Ditt uttryck for x(M) far

innehalla symbolerna A, A~!, v och c. Du behover alltsa inte rikna ut A=
Lo6sning:
5 4 =2
(a) Svar: A=|4 5 =2].
-2 =2 2

(b) Bestdm egenvérden:

5—A 4 -2 5-—A 4 —2
det(A—XI)=| 4 5—A =2 |=|-14+X 1-2X 0
-2 -2 2-A -2 -2 2=
5—A 4 -2 1—=X 0 2-2X
=1-XN] —1 1 0 |=1-=-XN]| -1 1 0
-2 =2 2-=A -2 =2 2-A
1 0 2
=(1-X?*-1 1 0 | =(1-X)2%*10-2N).
-2 -2 2—-A
Egenvirdena blir dérfér \; = 1 med multiplicitet 2 och Ao = 10 med multiplicitet 1.
4 4 =210 2 2 1|0
Sok egenvektorer till \y = 1: (A-\)x=0«< | 4 4 -2/0|~ |0 0 0|0
-2 -2 110 00 010
-1 1 -
Dettagervi=| 1 |, ve = |0]|. De &r inte ortogonala, men v; och vo — 2 1V1 =
0 2 Vi-Vi
1/2 1 -1 1 1
1/2| &r ortogonala. En ON-bas for egenrummet E(1) utgorsav{— | 1 | ,—= |1|}
2 V2 o] 32|y
Sok egenvektorer till Ay = 10:
-5 4 =210 1 1 410 1 1 4 |0
(A—10MDx=0& | 4 -5 2|0 |~ 4 -5 2|0 ~|0 -9 —-181|0
-2 -2 =810 -5 4 =210 0 9 18 |0
1 1 4]0 1 0 2|0
~]10 1 2/0|~]01 2|0
00 0|0 00 0|0
-2 1 -2
Detta ger v3 = |—2|. Normering ger 3 —2|. Diagonaliseringen blir A = TDTT
1 1
10 0 L [31 —2V/2
med D=1{0 1 0|ochT=—=13 1 —2v2|.
00 10 V2o 4 2

(c) Alla egenvirdena #r positiva, sa den kvadratiska formen #r positivt definit.

(d) Vihar f(x) = ¢+ vIx+x" Ax. Gradienten och Hessianen blir V f(x) = v 4 2A4x och
H(x) = 2A. Newtons metod ger H(x*)s*) = —V f(x*)) och x*+1) = (k) 1 x(k),
I vart fall far vi 24s(0 = —v — 24x(®. A #r positivt definit, si A~! existerar.

3 VAND!

(3p)



4. Studera begynnelsevérdesproblemet {

s(0) = A7 (—3v - Ax(0)) = —s ATV — x(©. 88 x(1) = 50 4 x(0) = — A7 v, Detta
ar en extrempunkt ty V f(x1)) = v+24x(M) = v — AA~'v = 0. Hessianen ir positivt
definit overallt, sa detta dr en global minpunkt. Vi nar alltsa fram till minpunkten

efter en iteration oavsett startpunkt. Minpunktens lige beror dock pa v.
Svar: x(1) = —%A’lv.

dar funktionen g(¢) har funk-

tionsvarden

t] o0 1/2 1
g -1 —2 —1

(a) Approximera y(1) med Eulers bakatmetod med steglingd h = 1/2.
(b) Utfor variabelbytet z(¢) = Iny(t) och skriv upp losningen z(t) pa integralform.
Approximera sedan y(1) med hjilp av Simpsons regel.
Lo6sning:
(a) Eulers bakatmetod ger yx11 = yk +hg(tp+1)Vrkt1 = Ypr1 = Yk Med yp =1

(b)

L —hg(tps1)
Yo 1 Y1 1

=—-ochy=—7F—=-.

1
ochh==farvig = —2°
2 - e(d) 2 =) 3

Svar: y(1) ~ 1/3.

z(t) = Iny(t) ger 2/(t) = = = g(t). Alltsa ar z(t fo s)ds. Simpsons
0

regel ger z(1) ~ 122(g(0) + 4g(3) + g(1)) = —2. Alltsa &r y(l) ~ e %/3 ~ (.1889.

N[

5. Betrakta foljande tabell éver funktionsvérden av en funktion f(¢).

t[1.0 1.1 14
fl20 21 22

Antag ocksa att f € C2([1,1.4]) och |f”(t)| < 4 for alla t € [1,1.4].

(a)
(b)

Anvind Taylorutveckling for att visa att framat-differens fér f’(¢) ger trunkeringsfel
Shf"() dirt << t+h.

Approximera f’(1.0) sa noggrant som méjligt med hjilp av framat-differens och skatta
bade approximationsfelet och avrundningsfelet. Funktionsvérdena &r korrekt avrun-
dade till en decimal.

(c) Bestdm ett polynom p(t) som interpolerar f(¢) i de givna punkterna.
Loésning:
a) Taylorutveckling ger f(t 4+ h) = f(t) + f'(t)h + 2 f"(€)h? for nagot t < & < t + h.
2

Framat-differens ger da trunkeringsfelet

B / 1 g1 2 _ f/
. f(t~|—h})b f(t) )= fO) + f'Oh+35f Ef)h f@) = f'()h :%

F(&h.

Trunkeringsfelet kan uppskattas med |Rp| < ﬁ| 17(€)| < 2h. Avrundning ger |§f| <

0.05. Detta ger avrundningsfel i differenskvoten |Ry| < 05t + W)+ [0f() <4l

Vi har tva majliga val av h. Valet h = 0.1 ger totalt fel |[Ry|+ |[Rf| < 0.2+ 1= 1.2,
men h = 0.4 ger totalt fel |Rp|+|Ry| < 0.840.25 = 1.05. Dérfor ska vi vilja h = 0.4

och far di f/(1.0) ~ W - % 0.5,
Svar: |f/(1.0) — 0.5 < 1.05. ‘

4 VAND!

(3p)

(3p)



()

1 000 21 -1 0 1
. - -3 1 00 00 0 0 O

6. En matris A har en LU-faktorisering med L = | 9 0 1 ol U= 00 2 -1 1l°
5 2 01 00 0 0 O

(a)
(b)
()

(d)

Vi har 3 punkter sa vi behover ett andragradspolynom. Newtons form &r p(t) =
co+ci1(t —1) 4 co(t — 1)(t — 1.1). Interpolationsvillkoren ger

2=f(1)=p(1)=c
21=f(1.1)=p(1.1)=cop+ c1(1.1 = 1)
22=f(14)=p(l4)=co+c1(14—1)+co(1.4—1)(1.4 —1.1)
Detta ger ¢ = 2, ¢c1 = 1, co = —5/3, sa interpolationspolynomet blir

pt) =24+t —1) = 3(t—1)(t—1.1) = =2 + 3t — 2¢2.

Bestdm en bas for V(A) utan att berékna hela matrisen A.
Bestém en bas for N(AT)+.

Avgoér genom att enbart titta pa matrisen L ifall pivotering har anvints vid faktori-
seringen.

Vilket matt pa felforstdrkning forbéttras med hjalp av pivotering?

Lo6sning:

(a)

U ar radekvivalent med A. Detta gor att om nagra kolonner i U &r linjért oberoende
och spanner upp V' (U), sa dr motsvarande kolonner i A ocksa linjért oberoende och
spanner upp V(A). Man kan t.ex se att andra och fjirde kolonnen i U utgor en bas

1 1 0 0
. P L -3 0 0
for V/(U). Motsvarande kolonner i A &dr da L ol = |9 och L | ~ =141
0 5 0 0
1 0
-3 0 ; .
Svar: { ol | } utgor en bas for V(A).

) 0

Satsen om de fyra fundamentala underrummen siger att N(AT)+ = V(A) sa svaret
ar detsamma som i (a) uppgiften.

Man gor pivotering for att elementen i L ska bli till beloppet hogst 1. L matrisen
uppfyller inte detta villkor, s& pivotering har inte anvénts vid faktoriseringen.

Konditionstalet x(L) forbittras vid pivoteringen. Om man l6ser Ly = b ger x(L) ett

matt pa den relativa fel-forstarkningen via % < K(L)%.

Lat U vara ett vektorrum, lat F' : U — U vara en linjar avbildning och lat {e1,...,e,}
vara en ON-bas for U bestaende av egenvektorer till F'. Visa att F' &r en symmetrisk
avbildning.

Antag att x ar en egenvektor till en matris A. Hur berdknar man da enklast motsva-
rande egenvérde? Visa att din formel ger egenvérdet.

Loésning:

(a)

Lat Aq,..., A\, beteckna egenvérdena till eq,...,e,. Lat u € U och v € U vara god-
tyckliga vektorer. Vi kan uttrycka dem i basen som u = > 71" | x;e; och v = 7", yje;.

5 VAND!

(4p)

(2p)



Utnyttjar vi att F' ar linjar och att skaldrprodukten &r linjir i bada argumenten, far
vi

(F(u),v) = szz‘yj<F(ez‘)aej> = sziyin<eivej> = Zl’iyz‘/\i-
=1 j=1 =1 j=1 =1

I de sista stegen utnyttjade vi F'(e;) = A\;e; och (e;, e;) = 0;;. Pa samma sétt far vi

(W FW) =D > miyles Fley) =Y > wmyhileie) = > zyiki
=1

i=1 j=1 i=1 j=1
Alltsa far vi (F(u),v) = (u, F(v)) for godtyckliga u € U och v € U, sa F &r en
symmetrisk avbildning.

Ax = A\x = xT Ax = M\xTx. D4 x #r en egenvektor kan den inte vara noll vektorn sa
T
x! Ax

xTx

xT'x > 0. Darfor far vi egenvirdet i form a Rayleighkvoten A =

8. Lat tg = —e, t1 = 0, to = € dér 0 < € < 1. Man vill med hjilp av minstakvadratmetoden
anpassa en linjdr funktion f(t) = co + c1t till métdata f(to) =3, f(t1) = —1, f(t2) = 1.

Skriv det 6verbestdmda problemet pa formen Ax = b och 16s minstakvadrat-problemet
med hjilp av normal-ekvationerna.

Utfor en kompakt singulirvirdesfaktorisering (SVD) A = U;X;V{!. (Tips: Diago-
nalisering av AT A ger tva av matriserna, den tredje kan man sedan 16sa ut fran
A=UV )

L6s minstakvadrat-problemet med hjélp av SVD-faktoriseringen.

Berikna (det effektiva) konditionstalet x(A) och kommentera vad som hénder om e
blir litet.

Los minstakvadrat-problemet med trunkerad SVD.

Lo6sning:

(a)

(b)

Att linjen ska ga genom punkterna kan formuleras som systemet Ax = b med A =
1 —e 3
1 0| och b= |—1|. Normalekvationerna ar ATAx = ATb. Vi far ATA =
1 € 1
3 0 T 3 N . . . 1
0 2e2 och A"b=| e Loser man ekvationssystemet far man x = | _; |.
€
Om A = U5V sa blir ATA = (U, VD)TU 5V = iSTUT U5, VT, men Uy
har ortonormala kolonner, sa UlT Uy = 1. ¥ ar kvadratisk och diagonal sa > —=yy.

Vi far dirfor ATA = ViX2VI. Vi ser fran (a) uppgiften att ATA1 ar diaigonal, sa

V3 0 r e
V1:Ioch21:[ :|A:U121V gerdéUleE*: T
0 V2e ' i
V3 V2
(c) Minstakvadratlosningen ges av x = VX7 'U{'b = [11] .
€
3
(d) Konditionstalet ges av k(A) = 9 i Detta blir stort om e &r litet, vilket ger

N — 1
(e) Trunkerad SVD ger approximationen % = vjo; 'ul'b = [ ]

g2 \@e

ett illa konditionerat problem, sa sméa avrundningsfel i b kan ge stora fel i x.

0



