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TMAG672/TMAG671 Linjir algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgranserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoidng fran 2020 ars bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga l6sningar. Samma detaljniva pa losningar som pa en vanlig salstenta forvantas.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Lat u och v vara ortogonala vektorer i R% med ||u| = 2, ||v| = 3 och lat
A=2uu’ + vl - TI.

(a) Bestdm dimensionen av (Span{u,v})*.

(b) Bestam alla egenvirden till A och ange geometrisk multiplicitet for varje egenvérde.
(Tips: Hur verkar A pa vél valda vektorer?)

(c) Ar A diagonaliserbar? Motivering kriivs.

(d) Utgor (x,y) = x! Ay en skaldrprodukt pa R>? Varfor/varfor inte?

(e) Beskriv det affina rummet av 16sningar till x + Ax = u.

Lo6sning:

(a) Da u och v &r ortogonala dr de ocksa linjédrt oberoende sa dim(Span{u,v}) = 2.
I R® far vi dim((Span{u,v})*) =52 = 3. Svar: 3

(b) Vi far Au = 2ufju|? +v(v-u) —u = Tu, Av = 2u(u-v) + v||v||? — v = 8v. For
w € (Span{u, v})* far vi Aw =2u(u-w) +v(v-w) —w = —w.
Egenrummen blir £(7) = Spanu, E(8) = Spanv och F(—1) = (Span{u,v})*, de
har darfor dimension 1, 1 respektive 3.

Svar: A\ = —1 med multiplicitet 3, A\s = 7 med multiplicitet 1 och A3 = 8 med
multiplicitet 1.

(¢) Ja. Matrisen dr symmetrisk och spektralsatsen ger att alla symmetriska matriser &r
diagonaliserbara. Alternativt ser vi fran (b) uppgiften att summan av geometriska
multipliciteten for egenvirdena #r 5 = dim(R®) s& inget egenviirde #r defekt. Dérfor
ar matrisen diagonaliserbar.

(d) Nej, A #r inte positivt definit. T. ex. far vi (w,w) = —||w||?> < 0 for alla nollskilda
vektorer w € (Span{u,v})t.

(e) Ansatsen x = au ger x+ Ax = 8au, sa x = u/8 ar en partikulérlosning. De homogena
16sningarna maste uppfylla (2uu’ 4 vv?)x = 0, dvs (Span{u, v})*.
Svar: u/8 + (Span{u,v})*.

2. Betrakta begynnelsevirdesproblemet som ges av foljande differentialekvation
2 (t) = —4a'(t) — 3x(t)
med begynnelsevillkor 2(0) =1 och 2/(0) = 1.

(a) Formulera om problemet som ett forsta ordnings system.

(b) Los begynnelsevérdesproblemet med hjilp av diagonalisering.
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(¢) Anvind diagonaliseringen fran (b) uppgiften for att berikna vad Eulers framat-metod
ger efter k iterationer med steglingd h.

(d) For vilka reella steglingder h &r Eulers framat-metod stabil.
Loésning:

(a) Lat yy =z och yo = &, sa y| = 2’ = y2 och yh = 2" = —42’ — 3z = —4ys — 3y1. Pa
matrisform far vi y’ = Ay med

Sl I N

- 1
-3 —4-X
AN+ 3 = (A+1)(A+ 3), sa egenvérdena blir Ay = —3 och Ay = —1.
Egenvektorer till Ay = —3:

3 110 3 11]0 -1
[_3 _10]~[0 OO]:Egenvektorvl—[?)]

(b) Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet &r det(A — AI) = ’ ’ = A2+

Egenvektorer till Ao = —1:
1 110 1 110 -1
[_3 _30]~[0 OO]:Egenvektoer—[l]

Detta ger A =TDT~ ! med T = {_31 _11] och D = [_03 _0
z1(t)

Lat z(t) = [ZQ(t)

] =T 1y(t). Da far vi z'(t) = Dz(t), dvs {

21(t) = cre™3!
29(t) = coe
-1 -1
3 1

De allménna l6sningarna &r {

1

c1 och ¢y bestams av T'z(0) = y(0) < [ 1

:|:>01:1,62:—2.

Losningarna uttryckt i y blir
yi(t) | -1 -1 et ] [—e 3427t
[yQQ)] = Tz(t) "[ 3 1 || -2et] " [3et—2et |
Svar: z(t) = yi(t) = —e 3 4+ 2e7,

(¢) Eulers framatmetod ger y**t1) = y(®) 4 pAy(K) = (14 hA)y®), déir y*) &r 16sningen
efter steg k. Efter k iterationer far vi y*) = (I+hA)ky©) = (TT-1+hTDT~1)ky(0) =

T(I + hD)*T1y© Fran (b) har vi att 7~ 1y(©) = {_12} Vi far

S0 [—31 —11] {(1 —O3h)k (1—0h)k] [_12] _ [_31 —11] {_(;(Ifhf);k]
- |30
3(1—=3h)F—2(1—h

(d) Vi ser att 16sningen divergerar om |1 — 3h| > 1 eller |1 — h| > 1, men annars haller
sig 16sningen dndlig. Mest begrinsande dr |1 —3h| <1< —-1<1-3h <1 —-2<
—3h<0&0<3h<2 Svar: 0 < h <2/3.

3. Lat e = {e!, tef, t2e!, t3e'}, V = Span{e} och definiera den linjira avbildningen G : V. — V/
genom

G(f) = (= 1f'(t) - tf(t)
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(a) Bestdm matrisen for G i basen e. (3p)
(b) Bestédm en bas for losningarna till (¢t — 1) f/(¢) — ¢f(¢) = 0 i rummet V. (1p)
(c) Anvind resultatet i (a) uppgiften for att hitta en partikuldrlosning till

(t=1)F () — t(t) = (* = 30)el.

(2p)
Loésning:
(a) Derivering ger
G(e") = (t — 1)e! —te! = —¢,
G(te') = (t — 1)(e" +te') — e't* = —¢',
G(t%e!) = (t — 1)(2te! 4 t2e!) — t3e! = —2tel + 12!,
G(t3e!) = (t — 1)(3t%e! + t3e!) — the! = —3t%e! 4 213",
Sa matrisen for G i basen e blir
-1 -1 0 0
0 0 -2 0
A= 0 O 1 -3
0o 0 0 2
(b) De homogena lésningarna motsvarar N(A). Matrisen har redan trappstegsform sa
16sningarna till Ax = 0 spinns upp av [1,—1,0,0]7 som motsvarar e’ — te’.
Svar: {(1 — t)e'} utgor en bas for 16sningsrummet.
(c) Hogerledet motsvarar b = [0, —3,0, 1]7 si vi behover 16sa Ax = b
-1 -1 0 0] 0 0 1
0 0 -2 0713 :>x—1 0 +s -l seR
0 O 1 =310 - 3 01|’
0 0 0 2 1 1 0
Vi kan viélja s = 0 fér att fi partikulérlosningen 3t2e’ + 1t3e’. Svar: (3 + t)t%e.
4. Lat
2 2 1 1
-2 6 0 —4
A= 1 -1 1’ b= 2
0 2 1 0
(a) Anvénd Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess for att konstruera en kompakt QR-
faktorisering av A. (4p)
(b) Anvénd QR-faktoriseringen for att bestimma minstakvadratlosningen till Ax = b. (2p)
(c) Varfor ér det béttre att anviinda QR faktorisering istéllet for normalekvationerna nér
man léser minstakvadratproblem numeriskt? (1p)

Lo6sning:
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(a) Lat A = [a; a2 a3]. Vi anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess. Lat

2
an, il =3 w12
u; = u = = — —
1 1) 1 ) ql HulH 3 1 )
0
2 2 4
w—a— (aga = | | -5 | = o] el =6 a= =g
2=a—a-a)aqr = |y 32 11 " 1ol 21l =0, q2_||112”_3
2 0 2
1 2 2 -1
o 10 3 | =2 3 |2 _1 0
113—az—(Q1'as)Q1—(QQ'az)Q2— 1 —? 1 —ﬁ 0 _§ 9 )
1 0 1 2
-1
us 1 0
u :1’ qziz—
S T
2
Da &r {q1,q2,q3} en ON bas for V(A).
2 2 -1
11-2 2 0
Ql—[QIQZQB]—g 1 0 2
1 2

Med Ti; = ||’LL]|| och Tij = (qz : aj) for ¢ < j far vi A = QlR med
-3

R= 6
0

o O W

1
1
1

b) Problemet Ax = b har minstakvadratlésning som ges av Rx = QT'b, dvs
( g som g 1

3 =3 1| 4 1 1
0 6 1|-2 = X= 5 -1
0 0 1|1 2

(c) Konditionstalet x(ATA) = k(A)? = k(R)?, si normalekvationerna har ofta mycket
storre konditionstal vilket gor att numeriska fel forstéarks kraftigt. QR-metoden ger
mycket ldgre konditionstal.

z |06 08 10 13 16
flx) |12 13 15 1.6 1.7
de till en decimal. Det #r dessutom ként att |f®)(z)] < 1 for € [0.6,1.6] och [f®*)(z)] < 1
for = € [0.6,1.6].

med funktionsvarden avrunda-

5. En funktion &r given av

(a) Konstruera en differensapproximation till f/(z) som bara anvinder funktionsvirdena

f(x —2h), f(z), f(z + 3h) och har trunkeringsfel O(h?).

(b) Anvénd differensapproximationen fran (a) uppgiften for att bestimma f/(1) sa noga
som mojligt och gor en feluppskattning som &dven inkluderar avrundningsfel.

(¢) Approximera fol.'66 f(x)dxr med hjilp av Simpsons regel pa lampliga delintervall och
uppskatta trunkeringsfelet.

(d) Forklara varfor det i regel &r en dalig idé att integrera ett polynom som interpolerar
alla givna punkter istéllet for metoden i (c) uppgiften.
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Lo6sning:
(a) Gor en ansats for differensapproximationen

c1f(z —2h) + cof () + csf(x + 3h)

F(z,h) = .

Taylorutveckling kring h = 0 ger

c1+ ¢ ch)f@) + (=2¢1 + 3¢3) f(z) + %(401 + 9c3)hf" ()

+ L(—8c1 + 2Tcs) B2 fP) (2) + O(h?). (1)
Villkoret F(x,h) = f'(z) + O(h?) ger ekvationssystemet

F(x,h):(

1 1 1] [ 0 1 —3/10
—2 0 3| |ez| = [1] = || =1 1/6
4 0 9] |es 0 c3 2/15

Detta ger differensapproximationen
—3fx—2h)+ ¢t f(x) + & f(z + 3h)
h )
f(z) = F(w,h) = D ()h® + O(h?)
(b) Vi har tva mojliga val h = 0.1 och h = 0.2 som ger

F(1,0.1) = 10(— (0.8) + £ f(1.0) + & f(1.3)) ~ 0.733333,
F(1,0.2) = 5(—2f(0.6) + + f(1.0) + & f(1.6)) ~ 0.583333.

F(z,h) =

Avrundningsfelen i funktionsvirdena ger |0 f| < 0.05. Detta ger fel i differensapprox-
imationen

il0f1+ 5o f1 + F510f _ 0.03

h -~ h
For h = 0.1 far vi |Ry| < 0.3 och fér h = 0.2 far vi |Ry| < 0.15. For trunkeringsfelet
forsummar vi O(h3) termen och far

|Rr| S|P (2)|h? < h?

For h = 0.1 far vi |Rp| < 0.01 och for h = 0.2 far vi |Ryp| < 0.04. Trots att trunke-
ringsfelet blir mycket mindre for h = 0.1 sa ser vi att felet domineras av |Ry|.
Svar: h = 0.2 ger bést resultat f'(1) ~ 0.58 med |R¢| + |Rr| < 0.2.

(c¢) Simpsons regel med feluppskattning ger att det finns ett £ € [a, b] sa att

/ " fleydt = “(f( )+ ap(SE) +f<b>) Ly,

Tillampat pa de tva delintervallen [0.6,1.0] och [1.0, 1.6] far vi

|Ry| <

1.0
f(Hdt =~ 064 (f(0.6) +4f(0.8) + f(1.0)) ~ 0.526667,
0.6
d < — W) < 3. -107¢
med |Ry| < 2880’f (€)] < 3.55556 - 107°,
1.6 0.6

g Ft)dt ~ ?(f(m) +4f(1.3) + f(1.6)) = 0.96,

med |Rp| < yf<4>( )| <2.7-107°

- 288

Summerar vi far vi fol.é f(z)dz ~ 1.486666 ... med trunkeringsfel |Ry| < 3.1-107°.
(Avrundningsfelen dr dock storre |Ry| < 0.025, men de efterfragades inte i den hér
deluppgiften.)
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(d) Okar vi antalet interpolationspunkter blir i regel interpolationsfelet stérre mellan
interpolationspunkterna (Runges fenomen). Darmed kommer dven approximationen
av integralen avvika mer. Detta undviks genom att halla gradtalet lagt och dela upp
integralen pa fler intervall.

6. Lat A = LU vara en LU-faktorisering med L ospecificerad och

1 -1 1 0 1

U=10 1 2 0 -1

0O 0 01 O
(a) Bestdm en bas for N (AT)l. Ditt svar far innehalla matrisen L. (2p)
(b) Berikna det(AAT). Ditt svar ska vara ett tal. (3p)

Loésning:

(a) Satsen om de fyra fundamentala underrummen ger N(AT)+ = V(A). En bas for A
ges a de kolonner i A som motsvarar pivot-kolonner i U, dvs kolonn 1, 2 och 4. Pa
grund av faktoriseringen ges dessa kolonner av

1 1 0
Llol,o|1],L]o0
0 0 1

Dessa vektorer utgor saledes en bas for N(AT)L.

(b) L &r kvadratisk och trianguldr med ettor pa diagonalen sa det(L) = 1.

det(AAT) = det(LU(LU)T) = det(LUUTLY) = det(L) det(UUT) det(LT) = det(UUT)
40 0

0 6 0]=24.
0 01

OBS! U ir inte kvadratisk och saknar déarfor determinant, men UUT &r kvadratisk.
Svar: det(AAT) = 24.

7. (a) Lat f(x1,22) = =321 + x% + Sx2 + x% — 2z9 arctan 1. Vi soker min f(x) da x € R2.
Utfor en iteration med Newtons metod fér minimering med steglingd a = 1 och
startpunkt x(©) = [1,1]7. (4p)

(b) Man s6ker minimum z* till en unimodal funktion g : [0,2] — R med hjélp av Gyllene
snitt metoden. Hur manga funktionsberéikningar behdver goras for att stdnga in z* i
ett intervall med lingd mindre &n 10737 (2p)

Lo6sning:
(a) Newtons metod for minimering innebér att vi soker en rot till V f(x) = 0 med hjélp

av Newtons metod for rotsokning. Till detta behover vi gradienten och Jacobianen
av gradienten, dvs Hessianen.

2x9 4z 2
-3+ 2$1 — 2+ ™y 5
Vie) = |4 T+ad |, Hx)=J(vhe) = | 1§ 1;:61
5 + 229 — 2arctan xy _m
I startpunkten x(®) = [1,1]7 har vi
Oy — |2 oy_ [3 -1
Vi) [2] H(x) [1 5|
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Svar: x(1) = x(©) 4+ §0) = [7/5,1/5]T.

(b) Efter varje iteration med Gyllene snitt metoden multipliceras intervall-lingden med
7 = (V5 — 1)/2 sa efter k iterationer far vi intervall lingd I = 27%. Vi scker k
sa att I, < 1073 = 27F < 1072 = klogyo(7) + log;o(2) < —3. Da 7 < 1 blir
logo(7) < 0, sa vart villkor kan skrivas k > (=3 —log((2))/logo(7) ~ 15.8. Sa vi
behover 16 iterationer. Varje iteration kraver en extra funktionsberédkning, men forsta
iterationen kriver 2. Svar: 17 funktionsberdkningar krévs.

8. En 5 x 4 matris A har en full singulérviirdesfaktorisering A = ULV med
102 0 0 0

01 0 0
=10 0 107" o],
0 0 0 0
0O 0 0 0

och lat u; och v; beteckna kolonn k i U respektive V.

(a) Bestdm rangen av matrisen A.
(b) Vad blir Avy, for k = 1,2, 3,47
(c) Bestdm (det effektiva) konditionstalet x(A) med avseende pa 2-normen.

Kan detta forbéattras med hjélp av en liten modifiering av A och i sa fall hur?
Ge ett matt pa hur stor skillnaden mellan matriserna ér.

(d) Bestdm den mistakvadratlosning till Ax = b med b = uj + eus och € € R som har
minst ||x||.
Upprepa med din matris fran (c) uppgiften och kommentera.

Losning:

(a) Fran ¥ ser man att antalet nollskilda singuléra vérden &r 3, sa rangen av A &r 3.
(b) Lat o; vara diagonalelementen i ¥, dvs o1 = 102, 09 = 1, 03 = 10714, 04 = 0.
Utfor man matrismultiplikationerna far man

4
§ : T
A= o;u;Vv;
=1

Mingden {v;}*_; &r en ON-mingd si vi far Av; = oju;.
Svar: Av; = 10%u;, Avy = ug, Avs = 10"%u3 och Avy =0

(c) Konditionstalet ges av k(A) = 7t = 139214 = 10, s4 matrisen ér illa konditionerad.
Vi kan modifiera A genom att sidtta o3 = 0. Vi far d4 en matris Ay med rang
2 och k(A2) = 7L = 10%. Den #r mycket bittre konditionerad. Skillnaden mellan
matriserna ir liten ty ||A — As||2 = ||osusvi]|2 som ges av roten ur stérsta egenvirdet
till (o3uzvi)lozusvi = o?vsuluzvl = o2vsvl. Det egenvirdet dr o2 si [|A —

A2||2 =03 = 1014,

(d) Minstakvadratlosning med minst [|x|| ges av x = >"/_, vio; 'ul'b. Fér matrisen A far
vi darfér x = vlaflu{ul + eV3a§1u3TU3 =v11072 + ev310 pa grund av att {u;}3_;
dr en ON-méngd. Vi ser att dven ett litet € kan ge en stor skillnad i x. Fér matrisen
Ay far vi istéllet x = vlo'flu?ul = v11072, sa storningen eus paverkar inte. Detta
ger samma bild som konditionstalen. Genom att en liten féréindring av matrisen blir
berikningen mycket mindre kénslig for avrundingsfel i hogerledet.



