MATEMATISKA VETENSKAPER Hjidlpmedel: inga

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2019-08-29 kl. 08.30-12.30
Examinator: Thomas Bickdahl Telefonvakt: Olof Elias
Tentamen ankn 5325

TMAG671 Linjiar algebra och numerisk analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgrianserna ar 30 fér 3 (godkéind), 42 for 4 och 54 for 5.

Upp till 10 bonuspoiéng fran 2019 ars bonusuppgifter far tillgodoriknas.

Renskriv dina l6sningar, ldamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlésliga losningar.

Tentan rittas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. (a) Visa att N(AT) = V(A)* for godtyckliga m x n matriser A.
-1 1 2
(by Lat A=| 1 —1 | ochb=| 2 |.Bestdm minstakvadratlésningen till proble-
1 -2 —1
met Ax = b.

(c) Anvind (a) uppgiften for att verifiera att residualen i (b) uppgiften &r ortogonal mot
kolonnrummet V' (A).

4
2. Betrakta funktionen f(z) = — foér 1 < < 4. Lat p(z) vara interpolationspolynomet som

interpolerar f i punkterna z =1, x =2, x = 4.

(a) Bestdm interpolationspolynomet p(x).

(b) Generellt giller for interpolationsfelet att

Fr(e)
pn(z) — f(z) = —m(ﬂc —zo)(x — 1) (2 — 2n),
dar ¢ ligger nagonstans mellan {xg,x1,...,2n, x}. Anvind detta tillsammans med

lamplig skattning av f(*T1)(¢) for att uppskatta interpolationsfelet i 22 = 3 och jAmfor
med exakt |p,(3) — f(3)]-

(¢) Vad innebdr Runges fenomen?

(d) Uppskatta f14 f(x)dx med trapetsmetoden. Utnyttja endast funktionsvérdena iz =1,
r=2x=4.

3. Betrakta ekvationen 0 = f(z) = In(x) — 3z + 4.

(a) Visa att ekvationen har exakt en rot pa intervallet (1,2).
(b) Utfor en iteration med Newtons metod med initialvérde zo = 1.

(c) Som alternativ till Newtons metod kan man ténka sig att skriva om problemet som
4+1
x=q(x) = 4+ In(z) eller z = go(x) = exp(3z — 4) och anvinda sig av fixpunktsi-

teration. Vilken av funktionerna g; eller go ar lampligast? Motivera vil.

3 1 -2
4. Lat A= | 1 3 —2] ochlat (x,y)a = xT Ay.
-2 -2 6

(a) Bestdm samtliga egenvirden till A och baser f6r motsvarande egenrum.
(Tips egenvirdena &r positiva heltal. Determinantberikningen kan eventuellt férenklas
genom att summera raderna.)

1 VAND!

(3p)

(3p)

(1p)

(2p)

(3p)



(b) Utfor en ortogonal diagonalisering av A, dvs diagonalisera med hjéilp av en ortogo-
nalmatris.

(c) Visa att (-,-)4 utgor en skaldrprodukt pa R3.

(d) Bestim en ON-bas for R? med avseende pa skaldrprodukten (-,-) 4.
(Tips anvind gérna resultatet i (b))

5. Betrakta problemet att minimera f(z1,z2) = %x% + x129 + (1 + 22)? utan bivillkor.

(a) Newtons metod ger en sokriktning d i punkten % = (0 1)7. Bestim d.
(b) Avgor ifall d &r en avtaganderiktning (descentriktning).
)
)

(c

(d) Visa att steglingden i (c) uppgiften ar oberoende av f och startpunkten x sa linge
f &r deriverbar tillrickligt manga ganger och Hessianen ar inverterbar i X.

Utfor en iteration linjesdkning med Newtons metod i riktningen d med start i x.

6. Betrakta begynnelsevirdesproblemet som ges av foljande system av differentialekvationer

~

{ zi(t) = —x(t)
zh(t) = 9z1(t) — 10x2(t)

med begynnelsevillkor z1(0) = 1 och z2(0) = 0.

) Bestdm en exakt 16sning till begynnelsevirdesproblemet.

) Avgor ifall problemet dr asymptotiskt stabilt.

(c) Utfor tva iterationer med Eulers framatmetod med stegléngd h.
)

For vilka reella steglangder h &r Eulers framatmetod stabil.

7. (a) Cauchy-Schwarz olikhet séger att [(x,y)| < ||x||||y| med likhet om och endast om x
och y &r linjirt beroende. Utgaende fran detta bevisa triangelolikheten och ange nér
likhet giller.

(b) Antag att A &r en inverterbar matris. Beskriv en singulérvardesfaktorisering (SVD) av
A~ uttryckt i de ingdende matriserna i en singuliirvirdesfaktorisering av A. Beskriv
de singuldra virdena for A~! uttryckt i de singulira virdena for A.

c 1 2

8. Betrakta matrisen A = [ 130

] ,dédr 0 < ¢ < 1 ar en parameter.

(a) Bestdm en LU-faktorisering utan pivotering av matrisen A.
(b) Bestam en LU-faktorisering med pivotering av matrisen A.

(¢) Bestam konditionstalet for L matriserna fran (a) och (b) uppgifterna med avseende
n
pa matrisnormen ||B|loc = max Z |bij| och forklara varfor pivotering ar viktigt.
1<i<n £
.]:
(d) Forklara hur LU-faktorisering kan anvindas for att 16sa ekvationssystem pa formen
Ax = b dir A &r en n X n matris och ange en fordel jamfort med Gauss-elimination.
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1. (a) Visa att N(AT) = V(A)* for godtyckliga m x n matriser A.
-1 1 2
(b Lat A=| 1 —1 | ochb= | 2 |[.Bestdm minstakvadratlosningen till proble-
1 -2 -1
met Ax = b.

(¢) Anvind (a) uppgiften for att verifiera att residualen i (b) uppgiften &r ortogonal mot
kolonnrummet V' (A).

Losning:

(a) x € N(AT) & ATx = 0 < x ortogonal mot raderna i AT < x ortogonal mot
kolonnerna i A < x ortogonal mot rummet som genereras av kolonnerna i A dvs

V(A) & x € V(A)L.

(b) Minstakvadratlosningen loser normalekvationerna AT Ax = ATb. Vi har ATA =

3 -4 o | —1 T AN c AT a1 _ 1|6 4
[_4 G}OChAb—[2].det(AA)—2sa(AA) =5 43.Det—
ta ger minstakvadratlosningen % = (AT A)~1ATb = 1
2 0 2 IR
(c) Residualenr =b—-Ax=| 2 |—-| 0 | =] 2 |.ATr= [ . 1 o } 2
—1 -1 0 0

[ 8 } si v e N(AT) = V(A)*.

4
2. Betrakta funktionen f(z) = — foér 1 < < 4. Lat p(z) vara interpolationspolynomet som
x

interpolerar f i punkterna z =1, x =2, x = 4.

(a) Bestdm interpolationspolynomet p(z).

(b) Generellt géller for interpolationsfelet att

Fr(e)
pn(z) — f(z) = —m(x —xzo)(z — 1) (2 — n),
déar ¢ ligger nagonstans mellan {xg,x1,..., 2y, 2}. Anvind detta tillsammans med

ldmplig skattning av f ("+1)(§) for att uppskatta interpolationsfelet i x = 3 och jamfor
med exakt |p,(3) — f(3)].

(c) Vad innebédr Runges fenomen?

(d) Uppskatta f14 f(z)dz med trapetsmetoden. Utnyttja endast funktionsvardenaix =1,
r=2x=4.
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(3p)

(3p)

(1p)



Lo6sning:

(a) Vi har 3 punkter sa vi behover ett andragradspolynom. Newtons form &r p(z) =
co+ c1(z — 1) + ca(x — 1)(z — 2). Interpolationsvillkoren ger

4= (1) =pQ1) =co
1=f(2)=p2) =co+c1(2—1)
i=f@=p)=cotca(d—1) +c(4-1)4-2)

Detta ger cg =4, c; = —3 co = 7/8, sa interpolationspolynomet blir
plx)=4—-3(z—-1)+ (J:—l)(:z—Q).
(b) For vart fall far vi
3
) = 1) =~ O o~ 1@ -2 - 4)

Derivatorna blir f)(z) = =823, f@)(z) = 242~*, f®)(z) = —962~° som ir avta-
gande pa intervallet. Dirfor far vi | £ (z)| < 96 vilket ger |pa(3) — f(3)| |f(3> O' |(
1)(3 —2)(3 — 4)| < 982 = 32. Riktiga felet blir [p2(3) — f(3)| = | -7 — 5| =2 < 1.
Alltsa ger feluppskattningsformeln en ganska grov 6verskattning av felet

(c) Runges fenomen innebér att interpolationsfelet mellan interpolationspunkterna kan
bli stort framforallt nédra d&ndpunkterna. Felet blir storre ju hégre gradtal man véljer.

Problemet kan motverkas genom att halla gradtalet lagt och fordela interpolations-
punkterna tétare néra dndpunkterna.

(d) Trapetsregeln fb f(z)dz ~ %52(f(a) + f(b)) pa de tva delintervallen ger

/f dx—/f dm+/f S+ F@) + 2@ + ) = 2+ 2 =

3. Betrakta ekvationen 0 = f(z) = In(x) — 3z + 4.

(a) Visa att ekvationen har exakt en rot pa intervallet (1,2).
(b) Utfor en iteration med Newtons metod med initialviirde xg = 1.

(c) Som alternativ till Newtons metod kan man ténka sig att skriva om problemet som

4+ In(z)

r=gi(x) = eller x = ga(x) = exp(3z — 4) och anvénda sig av fixpunktsi-

teration. Vilken av funktionerna g; eller go &r lampligast? Motivera val.
Loésning:

(a) Vi har att f(1) =1 > 0 och f(2) = In(2) — 2 < In(e) — 2 = —1 < 0. Funktionen
ar kontinuerlig sa satsen om mellanliggande virde ger att minst en rot existerar.

Derivering ger f'(x) = z~! — 3. Derivatan #r en avtagande funktion si f'(z) <
f/(1) = =2 for alla 1 < z < 2, saledes ér f(x) strikt avtagande pa intervallet och
dédrmed &r roten unik.
(b) Newtons metod ger ;11 = Ty, — ]{,((Z’;)). Medzg=1farviz; =1— f,(( )) 1— = %
(c¢) En fixpunktsiteration z,4; = g(x,) &r lokalt konvergent mot en ﬁxpunkt x* om
lg(z*)| < 1. Fér vara funktioner far vi ¢}(z) = & och gh(z) = 3exp(3z — 4). Funk-
tionen ¢} (x) #r avtagande pa intervallet sa § = ¢{(2) < gi(z) < g{(1) = % for

1 <z < 2 vilket ger lokal konvergens. Funktionen g¢4(z) &r vixande pa intervallet sa
1<2=gi(1) < gh(z) < gh(2) = 3e? for 1 < x < 2 vilket inte ger konvergens. Saledes
maste vi vilja g; for att fa en konvergent metod.

3 1 =2
4. Lat A= 1 3 —2] ochlat (x,y)a =x" Ay.
-2 -2 6

2 VAND!



(a) Bestdm samtliga egenvirden till A och baser for motsvarande egenrum.
(Tips egenvirdena ér positiva heltal. Determinantberikningen kan eventuellt férenklas
genom att summera raderna.)

(b) Utfor en ortogonal diagonalisering av A, dvs diagonalisera med hjéilp av en ortogo-
nalmatris.

(c) Visa att (-,-)4 utgér en skaldrprodukt pa R3.

(d) Bestdm en ON-bas for R? med avseende pa skaldrprodukten (-, -) 4.
(Tips anvind gérna resultatet i (b))

Lo6sning:
(a) Karakteristiska ekvationen ar

3\ 1 ) 2N 2—X 2—2)\

O=det(A—X)=| 1 3-X -2 — 13-\ -2
9 9 g2 OO | 5 5 s

1 1 1

=2-N| 1 3-)x -2 | =
9 9 il ®O
2 =2 6= ooe

Alltsa ar egenvirdena A1 = 2 med multiplicitet 2 och A2 = 8 med multiplicitet 1.

1 1

0 8—A

Egenrummet till \; = 2 &r l6sningarna till

1 1 =210 1 1 =210
A-MI)x=0&| 1 1 -2|/0|~|00 0]|0]|ewz+z2—-223=0
-2 -2 4|0 00 010
T -1 2 -1 2
S|z | =a2 1 | +23|0|.Sa{| 1 |,[0]} &r en bas for egenrummetE(2).
T3 0 1 0 1
Egenrummet till Ay = 8 &r l6sningarna till
-5 1 =201 1 1 110 1 1 110
(A= Xl)x=0< 1 -5 =210 |~ 1 -5 -2|0|~]0 -6 =3]|0
-2 -2 =210 | -5 1 -=2]0 0 6 310
1 1 1|0 10 1/2]0 ] 1 1 -1
.. -0
~|0 2 1]0]|~]01 1/2|0 @{M+f3 o |z :% —1
00 0|0 00 o0 0] (m2tam=0 s 2
Sa {| —1 |} utgodr en bas for egenrummet F(8).
2
—1 1
(b) Ortogonalisering ger att {| 1 |, [ 1 ]} utgor en ortogonal bas fér egenrummet E(2).
0 1

Egenrummen ar automatiskt ortogonala for en symmetrisk matris, sa vi behover
endast normera. De normerade vektorerna bildar kolonnerna i ortogonalmatrisen Q =

V2 ? _$ 2 00
—% 7B 7G| Diagonalmatrisen D = [0 2 0| som bildas av motsvarande
1 2
0 5 & 0 0 8

egenviirden ger A = QDQ”.

(c) Matrisen A dr symmetrisk sa (x,y)a = x! Ay = (xTAy)T = yTATx = yTAx =
(y,x) 4. Skaldrprodukten &r linjér i forsta argumentet: (ax,y)a = ax? Ay = a(x,y) 4,
(x+z,y)a=(x+2)TAy =xTAy + 2" Ay = (x,y)4 + (z,y) 4. Skaldrprodukten #r
en kvadratisk form. Positiva egenviirden ger att den &r positivt definit vilket innebér
(x,%x)4 > 0 med likhet endast da x = 0.

3 VAND!

1
(2-X|0 2—=X =3 |=(2-N%@8-N).
0



(d) Matrisen QT AQ = D innehaller (-,-) a-skaldrprodukterna mellan alla kolonner i Q,

sa i den nya skaldrprodukten &r kolonnerna ortogonala, men har lingder i kvadrat
1! 1 (1 T

2,2,8}. Normering geratt {= | -1],—[|1],—= | —1 utgor en ON-bas R3

{2,2,8} gg {5 A RV B R S } utg

med avseende pa den nya skaldrprodukten.

5. Betrakta problemet att minimera f(z1,x2) = i:c‘ll + m129 + (1 + 29)? utan bivillkor.

(a)
(b)
()
(d)

Newtons metod ger en sokriktning d i punkten x = (0 1)7. Bestam d.
Avgor ifall d dr en avtaganderiktning (descentriktning).
Utfor en iteration linjesdkning med Newtons metod i riktningen d med start i x.

Visa att steglingden i (c) uppgiften &r oberoende av f och startpunkten x sa ldnge
f &r deriverbar tillrickligt manga ganger och Hessianen ar inverterbar i x.

Loésning:

(a)

() me-( )
viw = () a0 = (7 ).

Newton riktningen ar d = —H (%) "'V f(X) = (:2>

Den #r en avtaganderikting ty Vf(%X)Tdy = (1 4) (:?) = -6 <0.
Lat g(a) = f(x+ad) = f(—2a,1 —a) = 3(—2a)* = 2a(l —a) + (2 — @)? =
4ot 4 3a? — 6 + 4. ¢'(a) = 1603 4 6a — 6, ¢"(a) = 4802 + 6. Linjesokning med

g'(a0) _ —%6 = 1. Sa den nya

Newtons metod med start i ag = 0 ger a1 = o — 7lag) —

punkten blir x +d = (-2 0)T.

Generellt har vi Taylorutvecklingarna

042
mwzf@+mn:ﬂ@+a¥Vﬂm+§dﬁﬂ@d+om%
OzQ
mng@+aﬂm+§ﬂmn+aﬁ»

S& ¢'(0) = dTVf(x) och ¢"(0) = dTH(x)d. Newton sokriktningen ger H(X)d =
~V (%) s g"(0) = dTH(%)d = —dT Vf(%) = —¢'(0). Diirfor blir a1 = ag — £22 =
1.

6. Betrakta begynnelsevirdesproblemet som ges av féljande system av differentialekvationer

~

{ (1) —x1(t)
zh(t) = 9x1(t) — 10x2(t)

med begynnelsevillkor z1(0) =1 och z2(0) = 0.

(a) Bestdm en exakt 19sning till begynnelsevirdesproblemet.

(b) Avgor ifall problemet dr asymptotiskt stabilt.

(c) Utfor tva iterationer med Eulers framatmetod med stegléngd h.

4 VAND!
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(d) For vilka reella steglingder h &r Eulers framatmetod stabil.

Loésning:
(a) Med x(t) = [$2(t) } och A = [ 9 _10] blir systemet x'(t) = Ax(¢).
Diagonalisera A. Karakteristiska polynomet dr det(A — AI) = ‘ -1 9_ A _1 00_ \ ‘ =

(=1 —X)(—10 — \), sa egenvérdena blir \; = —10 och Ao = —
Egenvektorer till A\; = —10:

9 010 1 0]0 0
[9 0 O]N[O OO}éEgenvektorvl—[l]

Egenvektorer till Ao = —1:

0 0|0 1 =110 1
[9 9 O]N[O 0 0]:>Egenvektoer—[1}

Detta ger A=TDT ' med T = [O 1} och D = [_10 0 ]

L1 0 -1
Lat y(t) = [yl@)]::j*1x@).Défﬁrviy%wzzlb«w,dvs{y§“>=:—10m(ﬂ

t) = —10t
De allménna l6sningarna &r y1(t) Cle_t
ya(t) = coe
4 0 1|1
c1 och ¢z bestims av Ty(0) = x(0) & 1 1/0 = l,eo=1

Det ursprungliga systemets 16sning blir

z1(t) | CJo 1] [—et0r] et
[xg(t) ] =Ty(t) = [1 1 et T et =10t |
(b) Bada egenvirdena #r negativa sa problemet dr asymptotiskt stabilt. Alla 16sningar
konvergerar mot (0 0)T da t — oo.

(¢) Eulers framatmetod ger x(*t1) = x(®) 4 h Ax*) = (1 4 hA)x®), déir x*) &r 16sningen
efter steg k. Efter k iterationer far vi x(¥) = (I+hA)kxO) = (TT'+hTDT1)Fx(0) =

T(I + hD)*T~'x©)_ Fran (a) har vi att 7-'x(0) = [_11 } . Vi far

e[ [

B [(1— o 0 10m }’Spede”t <= [(1_h)<21: 0 10h>2]

(d) Vi ser att 16sningen divergerar om |1 — 10h| > 1 eller |1 — h| > 1, men annars haller
sig 16sningen dndlig. Mest begridnsande dr [1—10h| <1< -1 <1-10h <1 & -2 <
—10h <0< 0 < 10h < 2. Svar: 0 < h < 2/10.

(a) Cauchy-Schwarz olikhet séger att |(x,y)| < [|x]|||y|| med likhet om och endast om x
och y &r linjirt beroende. Utgaende fran detta bevisa triangelolikheten och ange nér
likhet giller.

(b) Antag att A &r en inverterbar matris. Beskriv en singulérvardesfaktorisering (SVD) av
A1 uttryckt i de ingdende matriserna i en singuliirvirdesfaktorisering av A. Beskriv
de singulira virdena for A~! uttryckt i de singulira virdena for A.

Loésning:

5 VAND!



(a)
(b)

8. Betrakta matrisen A = [

(a)
(b)
()

(d)

Se sats 2.2 sid 62 i Linjar algebra boken.

En singulirvirdesfaktorisering av A ges av A = UXVT dir U och V &r ortogo-
nala matriser och ¥ &r diagonal. D& A &r inverterbar méaste A vara kvadratisk
och didrmed #ven U, ¥ och V kvadratiska av samma storlek. A=! = VE~1UT ty
A7TA = vy lUTusv? = ve=1svT = VVT = I. Diagonalen av ¥ innehaller A
matrisens singuliira virden o1, 09, . ... Diagonalen av X! innehaller A~! matrisens
singuléra virden o] L oy Lo

c 1 2

1 3 O],dar0<c<1arenparameter.

Bestdam en LU-faktorisering utan pivotering av matrisen A.
Bestam en LU-faktorisering med pivotering av matrisen A.

Bestam konditionstalet fér L matriserna fran (a) och (b) uppgifterna med avseende
n
pa matrisnormen ||Bl|ooc = max Z |bij| och forklara varfor pivotering ar viktigt.
1<isn <
]:
Forklara hur LU-faktorisering kan anvindas for att losa ekvationssystem pa formen
Ax = b dir A dr en n X n matris och ange en fordel jamfort med Gauss-elimination.

Lo6sning:

(a)

gl 12 c 12

130l @l0 3-; 2

1 0 c 1 2
Svar: A:LaUamedLa:[}: 1:|7Ua_|:0 3_% _3:|

4=[1 3 0] omole 1 2]otolo 105 2]

10 1 0 1—-3c 2

Konditionstalet med avseende pa oo-normen 4r koo(L) = ||L|loo||L oo Lyt =

[ o ] och L = [ 1o ] s& Vi far Koo (La) = (max{1,14+1})> = (1+1)2 och

Svar: PA:LbmeedP:[O 1]’Lb:[i 0]7Ub:|:1 2 0].

-1 — 1

[

Koo(Lp) = (max{1,1+ c})? = (1 +¢)% For alla 0 < ¢ < 1 &r keo(La) > Koo(Lp) 58

pivotering &r att foredra. Framforallt om c dr vildigt litet blir konditionstalet koo (Lg)
valdigt stort. Vid 16sning av Ly = b har vi feluppskattningen ”‘f}f'”‘t" < Kool(L) ”H6l1>0||”;0’

detta ger forsumbar felforstarkning for L, men mycket stor felforstarkning for L,. For
att undvika detta &r pivotering viktigt.

Om man har en LU-faktorisering PA = LU sa kan man 16sa systemet Ax = b genom
en framatsubstitution Ly = b f6ljt av en bakatsubstitution Ux = y. Detta innebér
att for varje nytt hogerled krivs O(n?) flyttals operationer jamfort med O(n?) som en
Gauss-elimination kréver. LU-faktoriseringen i sig kraver dock lika manga operationer
som Gauss-eliminationen (utan hogerled), sa for bara ett hogerled sparar man ingen
tid. Har man manga hogerled kan man dock spara mycket tid.



