MATEMATISKA VETENSKAPER TMAG671 2018
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2018-10-13 kl. 08.30-12.30
Examinator: Hakon Hoel Tel: ankn 5325, Maximilian Thaller
Hjilpmedel: inga

TMA 671 Linjiar Algebra och Numerisk Analys

Tentan bestar av 6 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng dr 60, och betygsgrinserna dr 30 for 3 (godkind), 42 for 4 och 54 foér 5. Upp till 10
bonuspoéng fran bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina l6sningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarldsliga 16sningar.

Tentan riattas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. a) Visa att foljande likhet géller for alla A € R™*™:

1All2 = [ AT 2.

b) Visa att for en positiv definit matris A € R™™ (dvs symmetrisk matris med strikt
positiva egenvéirden) sa dr det(A4) > 1 endast om

i A > n.
=1

Det uppges att om z1,xo,...,zr > 0 och k € N, sa géller foljande olikhet

Tr+x2+--+x
1 2 L (x1:172-'-$k)1/k-
k
c¢) Lat A vara en inverterbar matris med egenvirden A\, Ao, ..., A, € R. Bestdm egenvérdena

till matrisen
B=2A34+T-3A""%

2. Vi betraktar foljande ickelinjara ekvationssytem (som kan relateras till GPS triangulering)

(z—1)%+y* =

(x—3)2+(y—2)?2=09. @

a) Bestdm analytiskt de tva losningarna till ekvationssystem (1).

b) Skriv om ekvationssystem (1) sa att det kan 16sas med Newtons metod. Gor tva itera-

tioner med Newtons metod med startgissningen xg = [g} .

c¢) Antag att den erhallna foljden fran Newtons metod konvergerar mot grénsen limy_, o, &y =
. Beskriv hur man experimentellt kan skatta approximationsfelet ||xy —Z||2 i fall dir man
inte kinner exakta losningen T och skatta approximationsfelet ||xo — Z||2 experimellt (dvs
skatta felet utan att anvinda vérdet ).

d) Betrakta foljande modifierade form av (1) med bivillkor och stérning i hogerledet:
(-1 +y*=1+4,
(=3 +(y -2 =9+, (2)
med bivillkoret y > 0.

Vi anser parametern § € (—1,1) som en storning av indata (nér § # 0). Avgér om pro-
blem (2) &dr stabilt.

(3p)

(3p)

(3p)

(2p)
(3p)

(2p)

(3p)
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3. I denna uppgiften studerar vi linjéra avbildningar.

a) Lat U och V vara reella linjira rum. Beskriv egenskaperna till en linjar avbildning (1p)
F:U—>V.
b) Lat P beteckna reella linjira rummet av alla polynom. Bestdm om féljande avbildningar (2p)

pa P ar linjéra:
Fi(p)(t) = 2p"(t) + 3p/(t) + p(0)
Fy(p)(t) = (p(t) —1)* = (p(t) + 1)* + p(t — 1)

c¢) Lat Pa beteckna reella linjdra rummet av polynom av grad hogst 2 och betrakta foljande (2p)
tva basor for Ps:

E={1,t,t?} och B={1+t1+2tt>42t—1}.

For godtyckligt polynom p(t) = ¢ + cat + c3t? € P betecknar [ple = ¢ € R? diir ¢ =
(c1,¢2,¢3)T &r koordinaterna till p i basen £. Pa samma sitt later vi [plg = d € R?

beteckna koordinaterna till p i basen B. Bestdm (den entydiga) matrisen T € R3*3 sddan
att foljande likhet géller for alla p € Ps:
[ple = T'pls
d) Lat F' : Py — Po vara en linjir avbildning vars matris i basen B &r lika med (4p)
340
A=12 4 6
0 0 2
Bestédm matrisen till linjira avbildningen G(p) = F(p' + 2p) i basen €.
4. a) Definiera begreppet affint rum. (1p)
b) Antag att vy,..., vk, kK > 1 &r linjirt oberoende vektorer i det reella linjiara rummet V. (3p)

Visa att

k
M = ¢ AMvr 4+ Xove 4+ ...+ Agvg | A1, ..., A € R och Z)\j:1
j=1
ar ett affint rum.

c) Lat U och V vara tva dndligdimensionella rella vektorrum med dimU = m, dimV =n
ochn <mj/2. Lat F : U — V och G : U — V vara linjira avbildningar och betrakta
ekvationssystemet

F(l’) = bl

G(a) = b, 3)

diar by € V(F) och by € V(G) (V(F) och V(G) betecknar virderummen till respektive
avbildningar). Lat x, € U vara en partikuldrlosning till ekvationssystem (3) (klargérande:
vi antar alltsa att ekvationssystemet har minst en 16sning).

Bevisa foljande tva resultat:

(i) = € U &r en losning till ekvationssystem (3) om och endast om x = z), + x}, dér (3p)
xp € N(F)NN(G). (N(F) och N(G) betecknar nollrummen till respektive avbild-
ningar.)

(ii) Ekvationssystem (3) har ett odndligt antal 16sningar. (4p)

VAND!



5. Vi studerar minimeringsproblemet

min f(x), dir f(x) = (23— 1)%+ (27 —22)* + (2 — 21)* + 221 .

TeR3
a) Berdkna V f(x). (1p)
b) Bestam alla kritiska punkter till f analytiskt. Visa att funktionen minst har tva lokala (4p)
minima.
c¢) Definiera begreppet descentrikning s i « (for funktionen f ovan) och bestdm vilka av (3p)

foljande sokriktningar

1 0 2
s1= |1 och s9= |0 som &r descentriktningari x = |1
0 1 0
d) Berdkna ett iterationssteg med steepest descentmetoden med exakt l6sning av lin- (3p)
-1
jesokningsproblemet och startgissning xg = | 2
1

6. Vi betraktar foljande andra ordningens ordinéra differentialekvation (ODE)
2 = —V/(@(t), =0 (4)

dir Ve C*®(R) &r en potentialfunktion och vi har begynnelsevillkoren x(0) = 1 och
z'(0) = 0.

a) Visa att ekvationen ovan kan skrivas om till foljande forsta ordningens ekvationssytem (2p)
x1(t) = 22t
(t) = (0 } s 5

med z1(0) = 1 och z2(0) = 0.

b) Antag att ODEen (5) har en entydig och kontinuerlig deriverbar 16sning x(t) = Blgﬂ (2p)
2

for alla tider ¢t > 0 och betrakta Hamiltonianen H(t) := V(21(t)) + 3(z2(t))?. Visa att

Hamiltonianen bevaras. Dvs, visa att H(t) = H(0) for alla ¢ > 0.

c¢) Betrakta ODEen (5) med potentialfunktionen V(z) = 2% (som kallas den harmoniska (3p)
oscillatorn), dvs den linjira ODEen

mjlgti = 29(t) } - )

och lat @ och x5 beteckna entydiga l6sningarna till (6) for respektive begynnelsevillkor

z(0) = [(1)] och x5(0) = [(15] , for nagon ¢ > 0.

Visa att
|z(t) —xs5(t)|la <6 VYt >0.

d) Gor en iteration med steglingd h = 1/2 med trapetsmetoden for att 16sa ODEen (6) (3p)
med begynnelsevillkoren zo = (1,0)7. Bevarar den numeriska 16sning Hamiltonianen?

SLUT
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1. a) Visa att foljande likhet géller for alla A € R™*™:
1All2 = |ATl2-

b) Visa att for en positiv definit matris A € R™*"™ (dvs symmetrisk matris med strikt
positiva egenvérden) sa dr det(A) > 1 endast om

n
Z Ay >n.
=1

Det uppges att om z1,x2,..., 2 > 0 och k € N, sa géller foljande olikhet

x1+ X2+ -+ g 1/k
> (z1xe -+ - k) Ik
k
c¢) Lat A vara en inverterbar matris med egenvirden A\, Ao, ..., A, € R. Bestim egenvérdena

till matrisen
B=2A%4+T1-34"1.
Lo6sningsforslag:

a) Genom att visa att ||A|]2 dr lika med storsta singuldra vardet till A, att det samma
géller for || AT |2, och att A och AT har samma singulira virden &r resultatet klart.

Alternativt bevis: Lat (-,-) beteckna standarskaldrprodukten pa R™. Da géller att

Az, Ax zT (AT Az z, AT Ax
|A|I2 = sup Az, Az) 5 >: sup v (4 Az) 5 >: su (&, 4 Az) 5 )
zerm\{0}  |1Z]3 serm\(o} =3 cern\(0}  llz[l3
z||2]| AT Az ||y AT 5]l Az |2
¢ ap JlIATATs ATl Al e
2ERM\ {0} |3 cerm\{0}  |zll2

diir Cauchy-Schwartz anviinds i férsta olikhet. Konklusion: [|AT]|3 > || All2. Genom samma
argument med matrisen A ersatt av AT fas att || AT ||a < ||Al|2, vilket bevisar pastaendet.

b) Sedan
det(A) = H Ar  och ZAkk = Z Ak
k=1 k=1 k=1

foljer det att

n 1/n
nooy nog
det(A)>1:><H)\k> o s 2=t My 2kt AR
k=1 n n

c) Om (Ag, zx) dr ett egenpar till matrisen A foljer det att
Bz = 2A3$k + Iz — SAflxk = (2/\% +1-— 3)\];1).7,%

Konklusion: (2A3 +1—3X\.") for k = 1,...,n ir egenviirdena till B. (Merk héir att A, " dr
vildefinierad sedan A &r inverterbar, som igen implicerar att Ay # 0 for alla k.)

(3p)

(3p)

(3p)



2. Vi betraktar foljande ickelinjira ekvationssytem (som kan relateras till GPS triangulering)

(-1 +y* =1

(x—3)2+(y—2)?=09. W)

a) Bestdm analytiskt de tva losningarna till ekvationssystem (1). (2p)

b) Skriv om ekvationssystem (1) sa att det kan 16sas med Newtons metod. Gor tva itera- (3p)

. o 0
tioner med Newtons metod med startgissningen xy = [O} .

c¢) Antag att den erhallna foljden fran Newtons metod konvergerar mot gransen limy_, o g = (2p)
. Beskriv hur man experimentellt kan skatta approximationsfelet ||xy —||2 i fall dir man

inte kdnner exakta 16sningen & och skatta approximationsfelet ||z — Z||2 experimellt (dvs

skatta felet utan att anvinda virdet ).

d) Betrakta foljande modifierade form av (1) med bivillkor och stérning i hogerledet: (3p)

(z—-1)2*+y*=1+9,
(x -3+ (y—2)?2=9+4, (2)
med bivillkoret y > 0.

Vi anser parametern § € (—1,1) som en storning av indata (ndr J # 0). Avgér om pro-
blem (2) dr stabilt.

Losningsforslag:

a) Ekvationsystem (1) kan skrivas

x2—2x+y2:0

2 2 2 2
— z° — 2z — (x“ — 6x) +y“ — —4y)=4 — y=1—=x.
$2_6$+y2_4y:_4} ( ) +yT = (y" —4y) y

Genom att erséitta y med (1 — x) i forsta ekvationen far vi

1
20z —12=1 —= 24 =14 —

\/57

som ger l6sningarna
(x-‘ray-‘r) = (1+1/\/§7_1/\/§) och (x—ay—) = (1_1/\/57 1/\/5)
b) Det icke-linjara ekvationssystemet kan skrivas
x|\ _ |0 ) z|\ (z—1)2+y*-1
AU I () R e v}
Jakobian till F' &r lika med
x 2(x—1) 2y ]
J - )

([y]) [2(1’ -3) 2(y—2)

och en iteration med Newtons metod &r pa formen

Tpi1 = Ty — J @) Fxy).

Det ger

och



¢) Sedan F'(x) = 0, ger Taylorutveckling kring T att
F(z2) = J(Z)(x2 — T) = J(22) (22 — )

— ool ~ 17 e Pl = o7 [ 17 23] [14]

=i
, 241
d) Genom att 16sa (2) pa samma sitt som i uppgift a) far vi 16sningen x(6) = (x(9), y(9))
dér

_ V2
, 24

T

146 1+46
x(é)zl—w och y(&)zl—x(é)zw.

Om vi betecknar “indatahogerledet” b(d) = (1+ 9,9 + §) &r konditionstalet i 2-normen &r
1

lika med
A7)
o 120) = 2@ /lz ) _ 6O V2|9
3230 16(6) — 60, /I6{0) 2~ [l (0)]]> 320 H H
)

2 V82 <12.

2(v2-1) ~

2

Konklusion: Jag betraktar 12 som ett relativt litet konditioinstal och problemet &r stabilt.
(Sedan definitionen stabil/instabil &r flytande ges det ocksa podng om du har beriknat
konditionstalet pa riktigt sdtt men argumenterar for att det for det givna problemet &r ett
stort konditionstal och att problemet dédrmed dr instabilt.) |

. I denna uppgiften studerar vi linjara avbildningar.

a) Lat U och V vara reella linjira rum. Beskriv egenskaperna till en linjér avbildning
F:U—=V.

b) Lat P beteckna reella linjdra rummet av alla polynom. Bestdm om féljande avbildningar
pa P ar linjéra:

Fi(p)(t) = 2p" () + 3p'(t) + p(0)
Fy(p)(t) = (p(t) — 1)* — (p(t) + 1)> + p(t — 1)

c) Lat P2 beteckna reella linjdra rummet av polynom av grad hogst 2 och betrakta foljande
tva basor for Ps:

E={1,t,t?} och B={1+t1+2tt>4+2t—1}.
For godtyckligt polynom p(t) = c1 + cot + c3t? € Py betecknar [ple = ¢ € R3 diir ¢ =
(c1,¢2,¢3)T &r koordinaterna till p i basen £. Pa samma sitt later vi [p]g = d € R?

beteckna koordinaterna till p i basen B. Bestdm (den entydiga) matrisen 7" € R3*3 sadan
att foljande likhet géller for alla p € Pa:

[ple = T'pls.

d) Lat F' : Py — Po vara en linjir avbildning vars matris i basen B &r lika med

3
A= |2
0

O >

0
6
2

Bestédm matrisen till linjira avbildningen G(p) = F(p' + 2p) i basen €.
Lo6sningsforslag:

a) F' kallas linjar om ekvationen

F(aul + ,BUQ) = aF(ul) + ,BF(UQ)

(1p)

(2p)

(2p)

(4p)



géller for alla o, 8 € R och alla ui,us € U.
b)For p, g € P giller att

Fi(ap+ Bq)(t) = 2(ap + Bq)"(t) + 3(ap + Bg)'(t) + (ap + Bq)(0)
= 2ap”(t) + 3ap/(t) + ap(0) + 284" (t) + 384’ (t) + Bq(0)
= aF(p)(t) + BF(q)(t),
och
Fy(p)(t) = (p(t) — 1)* = (p(t) + 1) + p(t — 1) = —4p(t) + p(t — 1)
implicerar att
Fy(ap + Bq)(t) = —4(ap+ Bq)(t) + (ap + Bg)(t — 1)
= a(—4p(t) + p(t — 1)) + B(—4q(t) + q(t — 1)) = aF (p)(t) + BF(q)(t).
Konklusion: Bada F} och F5 ér linjiara avbildningar.

¢) Vi betecknar respektive basors basvektorer som foljer: £ = {e1, e2, e3} och B = {b1, ba, b3}.
Da ar

1 1 -1
[p]g = [dlbl + doby + d3b3]g = [bl b, bg]gd =1 2 2 [p]g.
0 0 1
-

=T

d) Sedan Te, g =T —! kan matrisen till F i basen £ skrivas ar pa formen Ay = TAT !

déar
2 -1 4 2 10 2 30
T'=|-1 1 =3|, somger A,=T1[0 2 2/ =1{2 5 8
0 0 1 00 2 0 0 2

Matrisen till G i basen £ bestams av ekvationen

B = [G(e1) G(e2) G(es)le = [F(€)] + 2e1) F(e, + 2e3) F(es + 2es)]e

4 8 6

=[F(2) F(1+2t) F(2t +2t})]e = |4 12 26

0 0 4
|

. a) Definiera begreppet affint rum.
b) Antag att vy,..., vk, kK > 1 &r linjirt oberoende vektorer i det reella linjara rummet V.
Visa att
k
M =< Mvr + dova + ...+ AV | A1, --., A € R och ZAjZl
j=1

ar ett affint rum.

c) Lat U och V vara tva dndligdimensionella rella vektorrum med dimU =m, dimV =n
ochn <mj/2. Lat F : U — V och G : U — V vara linjira avbildningar och betrakta
ekvationssystemet

F(l‘) = b1

G(x) = b, ®)

dar by € V(F) och by € V(G) (V(F) och V(G) betecknar virderummen till respektive
avbildningar). Lat z, € U vara en partikuldrlsning till ekvationssystem (3) (klargérande:
vi antar alltsa att ekvationssystemet har minst en 1sning).

Bevisa foljande tva resultat:

(1p)

(3p)



(i) = € U &r en losning till ekvationssystem (3) om och endast om x = z), + x}, dér
zp € N(F)N N(G). (N(F) och N(G) betecknar nollrummen till respektive avbild-

ningar.)
(ii) Ekvationssystem (3) har ett odndligt antal 16sningar.

Loésningsforslag:

a) En delmidngd M till ett linjirt rum V kallas affin om det finns en ugp € V och ett
underrum U sa att M = ug + U.

b)
k
M = /\11)1—i—)\Q’UQ—i-...—i—)\k’Uk‘)\l,...,)\kER och Z)\jzl
j=1
k
= 1—2)\j Ul+)\2U2+...+)\kvk‘)\2,...,)\kGR
j=2
:1)1—l—{)\g(vg—vl)—i—...—i—)\k(vk—vl) ‘ /\27---7>\k GR}
= v1 + Span((vy — v1), (v3 —v1), ..., (vk — V1)),
och Span((vy — v1), (v3 — v1), ..., (vxy —v1)) dr ett underrum av V.
c) i)
F(z)=0b Fx)=F F(x — =0
(2) = b1 — (@) = F(y) — (@ =) — (z—1z,) € N(F)NN(G).
G(x) = b G(z) = G(zp Gz —zp) =0

ii) Om vi kan visa att dim(/N(F) N N(G)) > 1 foljer resultatet. (Da finns ett icke-noll
element xp, i N(F)NN(G), och sedan N (F)NN(G) dr underrum till U 16ser z) = x,+ Az,
ekvationssystem (3) for alla A € R.)

Enligt dimensionssatsen ar
dim(N(F)) =dim(U) — dim(V(F)) > dim(U) — dim(V) = m —n > m/2,

och, pa samma sétt, dim(N(G)) > m/2. Antag att dim(N(F)NN(G)) = 0. Da dar N(F)N
N(G) = {0}, som betyder att N(F)+ N(G) &r en direkt summa och

dim(N(F) + N(G)) = dim(N(F)) + dim(N(G)) > m.
Det leder till en motségelse for N(F') + N(G) C U implicerar att

dim(N(F) + N(G)) < dim(U) < m.

Konklusion: Att antaga att dim(N(F')+N(G)) = 0 leder till en motségelse. Dérmed maste
dim(N(F) + N(G)) > 1 och resultatet foljer fran meningen i parentes ovan.

. Vi studerar minimeringsproblemet

min f(x), dir f(x)= (:L'% — 1?4 (22 —2)? + (2—21)2 + 22 .
TEeR3

a) Berdkna Vf(x).

b) Bestam alla kritiska punkter till f analytiskt. Visa att funktionen minst har tva lokala
minima.

c¢) Definiera begreppet descentrikning s i « (for funktionen f ovan) och bestdm vilka av

(3p)

(4p)

(1p)
(4p)

(3p)



foljande sokriktningar

1 0 2
s1= |1 och s9 =10 som &r descentriktningari x = |1
0 1 0
d) Berikna ett iterationssteg med steepest descentmetoden med exakt lsning av lin- (3p)
-1
jesokningsproblemet och startgissning g = | 2
1
Loésningsforslag:
a)
4oy (23 — 2) — 2(2 — 21) + 2
Vi(z) = —2(af — @2)
4a3(23 — 1)

b) Punkten « &r kritisk endast om V f(x) = 0. Det ger
dr3(23 —1) =0 = x3=0,—1,eller 1,

—2(:13% —x9) =0 = x9 = IL‘%,

och
—2(2—x1)+2:0 = r1=1 = x90=1.

Kritiska punkten

1 1 1
r1 = 1 s Lo = 1 y och r3 = 1
-1 1 0
Hessianen till f ar lika med
1223 —dag +2 —4xy 0
H(x) = —4x 2 0

0 0 1223 -4

En kritisk punkt « dér H(b) &r ett lokalt minimum till f. Sedan

10 -4 0
H(xl) = H($2) = |[—4 2 0
0 0 8

endast har strikt positiva egenviirden, A = 8,6 #+ 44/2, och #r diagonaliserbar (sedan Hes-
sianen dr symmetrisk) foljer det att H(x1) = H(x2) ar positiv definit sa bada x; och a9
dr lokala minima till f.

c) s ar en decentriktning i @ om det finns en 6 > 0 sadan att

f(x+as) < f(x) forallaa e (0,9).

For alla o« > 0 ar

flx+as)=0-1)24+(2+a)—(1+a)?*+2-2+a)*+22+a)
=1+B1+a)+a?)?+a®+4+2a>1+3>+4= f(x),

och for alla o € (0,/2),

fle+as)=(?-1°+4 -1 +(2-2)7+4=0a*(a’-2)+14 < 14 = f(x).

Konklusion: endast ss &r decentriktning i x.



d) Sokriktning:

So = —Vf(wo) = [-2 y
0

steglangd:
ap = argmin f(xg + asp),
acR

vilket motsvarar att bestimma en « som minimerar funktionen

gla)=(1-(2-20))2+9-2=02a—-1)2+7 = ap=1/2.

Iteration:
—1
xy=xg+agsg= | 1
1
|
. Vi betraktar foljande andra ordningens ordinéra differentialekvation (ODE)
() = —V'(a(t), >0 (1)

dar V' € C*(R) &ar en potentialfunktion och vi har begynnelsevillkoren z(0) = 1 och
Z'(0) = 0.

a) Visa att ekvationen ovan kan skrivas om till foljande forsta ordningens ekvationssytem (2p)

#(0) = (1)
xxwz—wwum}’ =0 ®)

med z1(0) = 1 och x2(0) = 0.

b) Antag att ODEen (5) har en entydig och kontinuerlig deriverbar 16sning x(t) = Blgﬂ (2p)
2

for alla tider ¢ > 0 och betrakta Hamiltonianen H(t) := V(z1(t)) + & (z2(t))% Visa att
Hamiltonianen bevaras. Dvs, visa att H(t) = H(0) for alla ¢t > 0.

¢) Betrakta ODEen (5) med potentialfunktionen V(z) = 322 (som kallas den harmoniska (3p)
oscillatorn), dvs den linjira ODEen

£ (1) = 2 (0)
x%ﬂz—m@& =0 ©

och lat @ och x5 beteckna entydiga l6sningarna till (6) for respektive begynnelsevillkor

x(0) = [(1)] och x45(0) = [(15] , for nagon ¢ > 0.

Visa att
|z(t) —xs(t)|2a < Vvt > 0.

d) Gor en iteration med steglingd h = 1/2 med trapetsmetoden for att 16sa ODEen (6) (3p)
med begynnelsevillkoren g = (1,0)7. Bevarar den numeriska 16sning Hamiltonianen?

Losningsforslag:

a) Definiera 21 = x och x9 = 2’. Det ger
¥y =12"=x9 och zh=12"=-V(z)=-V'(x1),

med begynnelsevillkoren z1(0) = 2(0) = 1 och z2(0) = 2/(0) = 0.



b) Genom att anvénda kedjeregeln och ODEen (5) giiller det for alla ¢ > 0 att

2
= V'(21(t)2} (t) + x5 (t)x2(t) = V' (21(t))22(t) — V(21 (t))22(t) = 0.

H'(t) = % (V(a:l(t)) + l(xz(t))2>

Konklusion: H'(t) = 0 for alla ¢ > 0 implicerar att H(t) = H(0) for alla ¢t > 0.

¢) Funktionen y = & — x5 loser ekvationssystemet

/ / / / /

Y =21 —T15 = Lo —To5 = Y2
r r / r ’
Yo =Ty —Tos = —T1 +T15= Y

for t > 0 med begynnelsevillkoret y1(0) = 0 och y2(0) = —4. Fran uppgift b) foljer det att
Hamiltonianen

H(t) = Vpn(0) + 3 1n(0)* = 5 ly(1)]3

bevaras. Med andra ord

ly@®)lz = ly(O)ll3 ¥t >0,
—_—— =
2H(t) 2H(0)

som, sedan y = ¢ — x4, kan skrivas

le(t) - 252 = [2(0) - 25(0) o = 5 ¥t > 0.

:1:’—0 1:1:
T =1 o]

d)ODEen (6) kan skrivas

Trapetsmetoden:

R A TR
T1 = Ty 51-1 0 Lo T L1

e U4 NP P B SO B

Sedan Hamiltonian i detta fallet #r lika med H(t) = 1||z||3,

152 + 82

7 = 1 och |zol3=1,

2
[ [l5 =
sa bevarar numeriska 16sningen Hamiltonianen. (Kuriosa: Numeriska 16sningar av ODE
pa formen ovan med Euler framat och bakat bevarar generellt inte (iven approximativt)
Hamiltonianen och &r av det skilet inte (sa) lampliga till manga berékningar av modeller
med Newtonsk dynamik, t ex planetdynamik och molekyldynamik.) |
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