MATEMATISKA VETENSKAPER TMAG671 2018
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2018-08-25 kl. 08.30-12.30
Telefonvakt: Carl Lundholm, ankn 5325 Examinator: Hakon Hoel
Hjialpmedel: inga

TMA 671 Linjiar Algebra och Numerisk Analys

Tentan bestar av 7 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng #r 60, och betygsgrinserna dr 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5. Upp till 10
bonuspoéng fran bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Poidngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlasliga 16sningar.

Tentan rattas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet.
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a) Bestdm rangen av A.

b) SVD-faktorisering av matrisen A kan skrivas pa formen
A=UxVT. (1)
Bestdam matrisen ¥ och beskriv viktiga egenskaper hos U och V (matriserna U och V

behover inte bestdmmas).

c) Lat A; beteckna den trunkerade SVD-approximationen av A med rang 1. Berdkna
A = Aslfa.

d) Lat b € R* och betrakta det &verbestimta ekvationssystemet
Ax =b.

Beskriv Moorse-Penroses pseudoinvers till A, som vi betecknar AT, och demonstrera att
x 1 := ATb #ir en minstakvadratlsning till problemet ovan.

2. Lat A vara en n x n-matris som uppfyller matrisekvationen 242 + A = 31.
a) Visa att A &r inverterbar.
b) Beskriv midngden av mojliga egenvirden till A.
c) Antag att ||A|l2 = 3/2. Skatta konditionstalet till A i 2-normen, dvs k2(A).

d) Lat x, & € R"™ beteckna losningarna till respektive ekvationer
Ax=b och Aﬁc:i),

déir b,b € R” med ||b]ls = 1 och ||b — b||s = 0.1. Beskriv hur konditionstalet xo(A) kan
anvéndas till att uppat begrinsa relativfelet
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2|2

(2p)
(4p)

(2p)

(4p)

(1p)
(2p)
(2p)
(3p)

VAND!



3. a) Bevisa foljande resultat: For en godtycklig matris A € R™*™ giller att (4p)

N(AT) =v(A)*.

b) Bestdm en ortonormerad bas for V(A)* dar (4p)
11
1 2
A= 4 6
3 3
4. a) Visa att om f € C3[0,1], s& giller foljande (2p)
—(4/3)f(0) + (3/2)f(h) — (1/6) f(3h
(4/3)£(0) + ( /})Lf( ) — (1/6) f( ):f’(0)+(9(h2)
b) Lat f € C3[0,1] vara en funktion som gar genom foljande punkter (5p)

z | 1/4 [1/2]1
flx)[1/16[1/a 1]

och som uppfyller
(3) -9
max )| = 2.
max [£9)(o)
Approximera f’(1/2) sa noggrant som mdjligt med en finita differensapproximation och
skatta approximationsfelet.

5. a) Definiera begreppet underrum. (1p)

b) Ge ett exempel pa underrum Vi, Vo av R? sadana att V4 U V3 inte dr ett underrum. (2p)

c) Lat (4p)
I
z1

1 -1 0 0 -1
— — 5 —
Ui = Tol|| x1,29,23 ER och Ug—{a:eR [0 1 —1 O}x—()}.

x2
3

Beskriv méingden och dimensionen till Uy 4+ Us. Ar Uy + U, en direkt summa? (Som alltid,
motivera svaret.)

VAND!



6. Lat f(x) = (14 22)"1/2
a) Approximera integralen
1= / fla

med trapetsformeln med steglingd h = 1/2. (Det ricker att skriva svaret som approxima-
tionsmetodens summa.)

b) Lat T(n~!) beteckna trapetsformelns approximation av integralen I med steglingd
h =1/n dir n € N. Bestam ett 7 € N sadant att

IT(n™ ') — 1] <1071 for alla naturliga tal n > 7.

Det uppges att foljande likhet haller for alla n > 1:

b A "
() 1= oo 7(E)
dar &, € [0,1].
c¢) Visa att
T(nYY<I VvneN.
d) Visa att

T
I < 4/—.
/i

7. a) Los foljande ordinira differentialekvation med diagonaliseringsmetoden:

1(t) = —21(t) + 22(t)
xh(t) = 1 (t) — 222(t) + 23(t) t>0,
5(t) = wa(t) — w3(t)

med begynnelsevillkoren x;(0) = 2, 22(0) = —1 och x3(0) = 1.

x

8

b) Anvind Euler bakatmetoden med steglingd h = 1 till att numerisk 16sa differentia-
lekvationen ovan en iteration framdover.
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1. Lat

—_
=N O =
|
—_

a) Bestdm rangen av A.

b) SVD-faktorisering av matrisen A kan skrivas pa formen
A=UxVT, (1)

Bestdm matrisen 3 och beskriv viktiga egenskaper hos U och V' (matriserna U och V
behover inte bestdmmas).

c) Lat A; beteckna den trunkerade SVD-approximationen av A med rang 1. Berdkna
A = Ailfa.

d) Lat b € R* och betrakta det &verbestimta ekvationssystemet
Az =b.

Beskriv Moorse-Penroses pseudoinvers till A, som vi betecknar AT, och demonstrera att
' := ATb #r en minstakvadratlésning till problemet ovan.
Losningsforslag:

a) Lat a1, ag, as betekna matrisens kolonner. Observera att

1+ 22 + 223 =10

Ir1 — X3
z1—x3=0
ria1+r2a9+T3a3 =0 = = I9=-I3 = 11 =2 =x3 =0,
—x1+2x0+23=0
21’3 =0
T1+x9=0

vilket implicerar att kolonnerna é&r linjért oberoende. Konklusion: rang(A) = dim(V(4)) =
3.

b) Matriserna U € R¥*% och V' € R3*3 ir ortogonala matriser, och

01 0 0
10 o2 O
X = 0 0 g3
0 0 O

dédr singuldra viardena till A, o1 > 09 > o3 > 0, édr lika med roten ur motsvarande
egenvirden till

ATA =

O O =
- O O
S = O

(2p)
(4p)

(2p)

(4p)



Dvs, 01 = v/10, 03 = 2 och 03 = /2.

c¢) Sedan U och V &r ortogonala matriser dr

0O 0 O 0O 0 0
. 0 oo O T 0 o0 O _
A=Al =)U 1, 4 o5 Vil =1 o o4 =09 =2
0O 0 O 0O 0 O

2
d) Sedan rang(A) = 3 fas kompakt SVD-faktorisering av A genom

1 0

_ T _
A=USV —[Ule]{O 0

] vl =y, vT

diir Uy = [ug ug ug) € R**3 och

o1 0 0
1=10 oo 0
0 0 o3

Pseudoinversen #r definierad som A+ = VS 1UT.
Vid att anvianda att U &r ortogonal far vi att

2
= |21V e — UT b3 + [|UZ b]3.

Az — bJ3 = [U(SVT2 — UTB)|3 = H [
2

1 VTx —Ufb
Ul'b

vilket implicerar att
Az —b]3 > U3 b]3  Va R’

Och
[Z1VTat —Ulb|3 =0 = [|[Az" — blls = U3 b]f3,

som betyder att 1T minimerar kvadratfelet.

|
. Lat A vara en n x n-matris som uppfyller matrisekvationen 242 + A = 31.
a) Visa att A &r inverterbar. (1p)
b) Beskriv midngden av mojliga egenvirden till A. (2p)
c) Antag att ||A|l2 = 3/2. Skatta konditionstalet till A i 2-normen, dvs k2(A). (2p)
d) Lat «, & € R" beteckna losningarna till respektive ekvationer (3p)

Ax =b och A:E:E,

déir b,b € R” med ||b]l2 = 1 och ||b — b||s = 0.1. Beskriv hur konditionstalet x2(A) kan
anvéndas till att uppat begrinsa relativfelet

& — @]

(]2
Losningsforslag:
a)
det(24% + A) = 3" det(I) = det(A)det(2A+ 1) =3"#0 = det(A) #0.
b) Om (\,v) ér ett egenpar till A sa giller att

2424+ A-3Nv=0 = 224+ X -3 =0 = (2X\2+1-3)=0 — e {-3/2,1}.



c¢) Matrisekvationen ger oss inversen till A:

mF+A:3I:$1ﬁ22*0:1::>A*:2{;5
o 413+ 141
_ 1 2 =+ 2
@VQZWMﬂAHbzyMMWA+ﬂb§——J§——f=2
d) Sedan
_ A ~1(p_ i -1 i
|z = 2ll>_[ibll2 _ [|A7 (& — b)lla]| A=]l> _ [|A”"[l2[IB — Bllz]| All= ]|z il A),
lzllz b — bl [l2]lb — bl|2 [l2]|b — bl|2
foljer det att X
|z — 2|2 [b—blla _ r2(A)
222 <y (a) -
]|z 1Bl 10
[ |
. a) Bevisa foljande resultat: For en godtycklig matris A € R™*" géller att

N(AT) =v(A)*L.

b) Bestim en ortonormerad bas for V(A)+ dir

[ N
W o N

Lo6sningsforslag:
a) Lat oss skriva A = [a; az...ay,).
NAT) ={z cR" | AT =0} ={x € R" |ay- =0 forallak=1,2,...,n}

= Span(ay,as, ..., a,)" = V(AL

b) Lat oss borja med att beskriva N(AT) vid att utfora elementéira radoperationer pa A”

r 1143 1143 [1o023]_
AT = L_ 263 01200120~

Sedan elementéira radoperationer bevarar losningsméngden géller att

-2 -3
ATz =0 < Bx =0 = N(AT) = Span _1 , 8
0 1
En ON-bas ey, ey for V(A)*:
-2
1|2
el g 1 )
0
-3 -3 -3 -2 )
2 |1-2 114
U2 = - el | e = = —

(4p)

(4p)



och
)
U _ 1 4

usll2 /54 |2
3

€ =

a) Visa att om f € C3[0, 1], s giller foljande (2p)

—(4/3)£(0) + (3/2)f(h) — (1/6)f(3h)

- = 1(0)+ 0

b) Lat f € C3[0,1] vara en funktion som gar genom foljande punkter (5p)

z | 1/4 [1/2]1
fl@)y[1/16 [ 1/a 1]

och som uppfyller

G (2)] = 2.
xrg[gﬁ}\f ()]

Approximera f’(1/2) sa noggrant som mdjligt med en finita differensapproximation och
skatta approximationsfelet.

Losningsforslag:

a) Taylorutveckling kring = 0 ger

—(4/3)£(0) + (3/2)(f(0) + f'(0)h + f"(0)h?/2) — (1/6)(f(0) + f'(0)(3R) + f"(0)(3h)*/2) + O(h?)
h

_ ((4/3) + (3/2) = 1/6)£(0) + ((3/2) — (3/6)).f"(0)h + ((3/4) = 9/12)f"(0)h* O(h?)

h
— 1(0) + O(n?).

b) Taylorutveckling kring = 1/2 (med h = —1/4) ger

Faga) = 1/ - ra)t a0 o) W g

och

1 (1/2)3
1) = 10120+ 717205 + /2 Y2 o) B2 g,
Som i uppgift a) énskar vi bestimma koefficienter c1, c2, c3 > 0 sadana att

e f(1/4) + c21j;<41/2> tell) _ gz + o /a2,

Det leder till ekvationerna

cr+ca+e3=0

—c1+2c3=1
c1+4c3=0
Gaussisk elimering ger
1 1 110 1 1 1|0 11 110 1 0 0]-2/3
-1 0 2|1l ~|0 1 3|1|~|f0 1 3] 1 |~|0 1 0| 1/2{.
1 0 410 0 -1 310 0 0 1]1/6 0 0 1] 1/6




onklusion:
fonk (~2/3)F(1/4) + (1/2)£(1/2) + (1/6)f(1)
1/4

och fran Taylorutvecklingarna ovan kan man hérleda att

1(1/2) ~ =1

— 1/4) 4+ 2f(1/2) + (2 1 4(4=3 4273
(8/3)F/4) + 20 (2 + @IHIW) ] 4G 427) B
1/4 6 z€[0,1] 16
[ |
. a) Definiera begreppet underrum. (1p)
b) Ge ett exempel pa underrum Vi, V5 av R3 sadana att V; UV, inte dr ett underrum. (2p)
c) Lat (4p)
x1
X1
1 -1 0 0 -1
_ _ 5 _
Uy = Tol|| x1,79,23 € R och Ug—{mER [O 0 1 -1 0}%—0}.
€2
T3

Beskriv méngden och dimensionen till Uy + Us. Ar U; + Uy en direkt summa? (Som alltid,
motivera svaret.)

Lo6sningsforslag:

a) Ett underrum M till ett linjirt rum V &r en delmingd M C V sadan att M sjilvt &r
ett linjart rum med avseende pa samma operationer.

(Sats 1.1 “Linjér algebra fortsittningskurs” duger ocksa bra som definition.)
b)Lat V; = Span(e;) och Vo = Span(eq) dér

1 0
el = 0 och ey = Span 1
0 0

Da ar Vi U V4 inte ett linjart rum sedan ej,ex € V3 U Vo, men e; + ez € Vi3 U Va (sedan
e1+ ey € ViUV, omm e; + ey € Vy och/eller e; + eg € V5).

c)

1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
Uy =< 29 |0 +25 |0 + 24 |1||z2, 24,25 € R ) =Span | (0], 0], |1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
och
1 0 0
1 0 0
Ui = Span 0O|,]|1{,10
0 1 0
0 0 1
Det betyder att
1 0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
Uy +Us;=Span | (0], |1],]0],]0 =Span | |0O|, |Of, [1],]O
0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1



Konklusion: dim(U; + Us) = 4 och sedan

Uy NUs D Span # {0},

OO O = =
O = = O O

foljer det att Uy + Us inte &r en direkt summa. |

. Lat f(z) = (1 +2%)~ V2

a) Approximera integralen )
I= / f(x)dx
0

med trapetsformeln med steglingd h = 1/2. (Det ricker att skriva svaret som approxima-
tionsmetodens summa.)

b) Lat T(n~!) beteckna trapetsformelns approximation av integralen I med steglingd
h =1/n dér n € N. Bestam ett n € N sadant att

IT(n™') — 1| <1071 for alla naturliga tal n > 7.
Det uppges att foljande likhet haller for alla n > 1:

-1 _ L "
T(n™") — 1= 55" ()

dér &, € [0,1].
c¢) Visa att
T(nYy<I VneN.
d) Visa att
T
1 —.
< 4
Lo6sningsforslag:
a)
1 1 1 1 1 11
T(1/2) =-f(0 —f(1/2 -fl)=-4+—=+-—.
(/2 = 31O+ 57/ + ) =+ =+ 575
b) For alla n > 1 géller att
) =11 < 5 max |f(2)] <
~ 12n2 z€)0,1] ~ 12n?

dér sista olikhet foljer fran

_ — 1
f(z) = (1+2?) 5/ (gxz —(1+2%) = (1+2?) 5/2 (§x2 -1) = m[%)i] |f"(z)] < 1.
x€|0,
Vi séker minsta 1 € N sadan att

<1071
12n2 — ’

dvs 7 #r lika med minsta naturliga talet som #r storre dn 10°/4/12.
c¢) Sedan

@) = (1+22) 7 (%ﬁ —1) < 0¥z € [0, 1]

(2p)

(2p)

(2p)

(3p)



galler det for varje n € N att

T(n Y =TI+ 121112 (&) < 1.

d) Genom att anvinda Cauchy-Schwartz pa de linjart oberoende funktionerna f(z) och
g(x) =11 vektorrummet C[0, 1] sa fas

j /Olf(q:)ldx < \//01 fz(a:)d:n\//ol 12dy — \//01 1 +1$2dx — Jean—1(1) = \/j
[ |

. a) Los foljande ordinéra differentialekvation med diagonaliseringsmetoden: (5p)

2y (t) = —a1(t) + 22(t)
xh(t) = 21(t) — 222(¢) + 23(1) t>0,
3

() = xa(t) — x3(t)

8]

med begynnelsevillkoren x(0) = 2, 22(0) = —1 och x3(0) = 1.

b) Anvind Euler bakatmetoden med steglingd h = 1 till att numerisk 16sa differentia- (4p)
lekvationen ovan en iteration framover.

Losningsforslag: a)Vi har ODEen

Det karakteristiska polynomet

pa(A) = det(A — AI) = —(1+ A) det _(21+ A _(11+A)] — det [(1) —(11+)\)]

= (1+ XA\ +3))

ger egenvirdena A\ = 0, \a = —1, A3 = —3 och med tillhérande ortonormerade egenvekto-

rer

|1 | L 1|t

71,7):707’0:7
V3 |, TV TV

Vid diagonaliseringen A = VDV dir D = diag(A1, A2, A3) och V = [v1 v w3], ser vi att
z :=VTx 16ser ODEen z’' = Dz, dvs

V1 =

1 0 0 1 0 0 vTxg
zt) =10 et 0 |zg=|0 et 0 Vg, = e*tngazo
0 0 e 3 0 0 e 3t e 3tolxg

vilket ger

x(t) =Vz(t) = (vflr:co)vl + e_t(vg:vg)vg + e_3t(v§xo)v3

1 - ~
- % (2\/%1 +V3e twy + 5e %3)

44 3¢t + 5e 3
4 —10e3
4 —3e ! 4 5e 3

[N



b)

9
1 1 1
) =xg+hAz, = x, = —A)lzg= (vIxg)v, + 5(1}5:@)1}2 + Z(vgwo)vg =3 2
5
dér de tva sista stegen foljar fran
(I—A) "' =T-vDV") " =(v(I-DWVT) ' =v(I-D) V.
(Alternativt kan svaret (I — A)~lx fis genom att forst berikna inversen
5/8 1/4 1/8
(I—A)~1'=|1/4 1/2 1/4],
1/8 1/4 5/8
t ex med Gaussisk elimination.) [ |

SLUT



