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TMA 671 Linjir Algebra och Numerisk Analys

Tentan bestar av 8 uppgifter, med varierande antal deluppgifter.

Maximalt antal podng #r 60, och betygsgrinserna dr 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5. Upp till 10
bonuspoéng fran bonusuppgifter far tillgodordknas.

Renskriv dina lésningar, ldmna ej in kladdpapper! Poidngavdrag ges for daligt motiverade, svartolkade eller
svarlasliga 16sningar.

Tentan rdttas och bedoms anonymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet och
granskning sker 2018-06-21 kl. 10-12 i rum MVL14, Chalmers tvirgata 3.

Obs ! Tva sma fel i tentan som gavs &r rattad upp hér i rod text.

1. Vi loser ekvationen f(z) = 0 dir f : R? — R? #r definierad som

2 2
2x] — x5
x%—i—x%—l

)= |

(Fetstil  anvénds hér for vektorer i fall ddr det behévs att skilja i-te komponent av
vektorn, dvs z;, fran i-te iteration av vektorn, dvs «;.) Vi 6nskar approximera roten & =
(173, \/275).

a) Beriikna Jacobianen J : R? — R?*2 till funktionen f, och iterera ett steg med Newtons
metod med startapproximationen xg = (0.5,0.5).

Loésningsforslag:

. 4.%1 —2.%‘2
J(m) o |:2l‘1 2CL‘2 :|

x1 =x0— J (20) f(T0) = [8?] - % [_11 ;] [_11/;12] = [171//1122] '

b) Konstruera en fixpunktiterationsmetod x,4+1 = g(x,) som konvergerar lokalt mot ro-
ten &. Iterera ett steg fran startapproximationen xy = (0.5,0.5), och verifiera att din
fixpunktmetod uppfyller villkoren for lokal konvergens.

och

Losningsforslag: En mojlig funktion ar

oz = | 2%,

som ger iterationen
2—3/2:|

x1 = g(x0) = [ 5/

Jacobianen till g, dvs G : R? — R? &r pa formen

_ 0 w2/ (V2lz2])
= Ly 0

Sedan /2
) 0o 2 ) _
G(x) = {—21/2 0 ] = [G(&)]e =212 <1,

vilket visar att metoden &r lokalt konvergent. |

(2p)

(4p)



2. Lat f:[0,1] — R vara en funktion som uppfyller

z |0]1/3]2/3]1
F@)[1]2/3] 0 [1]

och
max |f(y)] <8. (1)
y€[0,1]
a) Anvind Newtons form till att bestimma det polynom ps av grad hogst 3, dvs ps € Ps, (3p)

som gar genom (z;, f(z;))3_, dér z; = 1i/3.

Losningsforslag:  Newtons form ps(x) = ¢1 + cox + czzx(x — x1) + cpx(x — z1)(x — x2)
och ekvationerna

p3(xz) :f(xl) Z:07172737

leder till linjéra ekvationssystemet

1 0 0 0 1
1 1/3 0 0 . 2/3
12/32/9 0| |o]
11 2/3 2/9 1
som man losar med framatsubstitution ¢ = (1, -1, —-3/2,9). [
b) Approximera virdet till f(5/6) och skatta approximationsfelet. (2p)

Det &r ként att for = € [0, 1] sa uppfyller interpolationspolynomet ps € P, féljande:

) (£
5@) = pafa) = T2 0wy @ —a)o — ) — ),

for nagon &(x) € [0, 1].
Loésningsforslag:
f(5/6) =~ p3(5/6) =1-5/6 —3/2(5/6)(5/6 —1/3) +9(5/6)(5/6 — 1/3)(5/6 —2/3) = 1/6.

Fran (1) foljer det att

5

p3(5/6) — f(5/6)] < (5/6)(3/6)(1/6)(1/6) < -

maxyeo,1] \f(4) ()]
|

4l
[ |
3. Lat A € R™ "™ vara en inverterbar matris med LUP-faktorisering PA = LU.
a) Beskriv kort egenskaperna till matriserna L, U och P (dvs matrisernas storlek och (1p)

ytterligare ett adjektiv om varje matris).

Losningsforslag: P, L och U ar alla n X n matriser. L dr nedat trianguléir med ettor pa
diagonalen, U &r uppat triangulir, och P dr en permutationsmatris som beskriver /relaterar
till alla radpivoteringar som gjorts i LUP-faktoriseringen. |

b) Beskriv hur det linjéra ekvationssystemet Az = b kan l6sas med LUP-faktorisering och (2p)
ange berdkningskostnaden i antal flyttalsoperationer for att 16sa Ax = b med en redan
LUP-faktoriserad matris A.

Tips: Berdkningskostnaden kan anges O(nP) for nagon p > 1.

Losningsforslag:  Ekvationssystemet Az = b kan l6sas i tva steg: 1. Ly = Pb med
framatsubstitution, som kostar O(n?) flops (och matris-vektormultiplikationen Pb kostar
O(n) sedan P ér en gles matris med n icke-noll element) och 2. Ux=y med bakatsubstitution,
som ocksa kostar O(n?) flops. Total berikningskostnad blir O(n?). [

c¢) LU faktorisera foljande matris (utan pivotering) (3p)



Loésningsforslag:
1 0 0 2 2 4 1 0 0 2 2 4
-2 1 0|A=1]0 3 -5, 0 1 0|LL1A=1(0 3 =5],
-1/2 0 1 03 0 0 -1 1 0 0 5
[ —— | —— | ——
=L, =L, =U
och
1 0 0] (2 2 4
A= (LLy))'U=12 1 0] |0 3 -5
12 1 1] |0 0 5
-L =U
|
. Vi betraktar matrisen A € R"*"™.
a) Visa att A dr inverterbar om och endast om 0 inte dr ett egenvirde till A.
Losningsforslag:  Lat Aq, Ao, ..., A\, vara egenvirdena till A. Egenskapen
implicerar att
A &r inverterbar <= det(A) #0 <= M\, #0 for alla 1 <k <n.
|

b) Visa att om matrisen A dr simildr med B och B &r similér med C, sa dr A simildr med

C.

Losningsforslag:  Enligt uppgiften finns det inverterbara matriser D; och Ds sadana
att
A=D{'BD;  ochB = D;'CD».

Matrisen D = DDy med invers D; 1D2_ ! visar att A och C dr similira:

A=D;'D;'CDyDy.

c) Matrisen A € R™*" kallas antisymmetrisk om A7 = —A. Visa att alla egenviirdena till
en antisymmetrisk matris dr imaginédra (dvs Re(\) = 0 for alla egenvéirden X till A).

Losningsforslag:  Lat A € C vara ett egenvirde till A med egvenvektor z € C™ \ {0}.
Da ar
7L Az =7 \x = Mz)?,
och #T AT = (Az)T = A\z" implicerar att
7L ATz = Nz
Sedan B
Tl Az + 7T A e = (A 4 N)|z|?,
och
Tl Az + 7 AT =77 Ax — 71 Az = 0,
konkluderar vi att
A+A=0 = Re(A) =0.

(2p)

(2p)

(3p)



5. Vi betraktar linjira rummet C[0, 1] med skdrprodukten
1
(u, vy := / u(t)v(t) tdt, Yu,v € C[0,1],
0

och inducerade normen |ju|| := \/(u, u).
a) Verifiera att (-,-) &r en skaldrprodukt. (2p)

Loésningsforslag:  Egenskaperna (u,v) = (v,y), (au,v) = a(u,v) och bilinjaritet foljer
direkt. Det gor ocksa

(u,u) >0 Yue C|0,1].
For att visa den aterstaende egenskapen, antag att u # 0. Sedan w &r kontinuerlig finns det
daen z € [0,1] och § > 0 sa att |u(y)| > ¢ for alla y € B(z;9) := {2z € [0,1] | |x — 2| < J}.

Det foljer att
4

é
(u,u) > / lu(t)|tdt > 62/ tdt > oo,
B(a:6) 0 2

Konklusion:
(u,u)y =0 <= u=0.

b) Lat Py for k € N beteckna linjira rummet av polynom av grad hogst k£ och lat (3p)
By = {1,t,...,t*} beteckna standardbasen for Pj. Anvind Gram-Schmidts ortogonali-
seringsmetod till att bilda en ON-bas {ej, ea} for P; fran vektorerna i basen B;.

Losningsforslag:

1
1
ur =1, Jlu? :/ tdt ==, e = =2
0

2 el
1
2
uy =t — (t,e1)e; =t —2/3, sedan (t,e;) = f2/ t2dt = \g
0
och
s 2 /l(t 23 tdt = = — ey— 2 —6t—_4
u9 = — = — €9 = = — 4.
0 36 [[ual|
|
c¢) Bestdm polynomet p(t) = at + b som minimerar integralen (3p)

/01 (p(t) — 13)° tat. (2)

Loésningsforslag: Sedan P; ér ett underrum av Ps som spénns upp av ON-basen {e1, e2}
vet vi att
pi= (3 e1)er + (£, ea)en

minimerar integralen (2), sedan p € P; och > —p € Pi-. Fran

{3, e1) = \f (3, e9) = /01 6t° — 4t dt = %
far vi
p= (" er)er + (t°,ea)es = ; - 6t5_4 = 6t5_ 2
|
d) Betrakta linjéra avbildningen F': Py — Pa definierad som (4p)

F(p)(t) = /0 s (s)ds + /() + p(1).



Bestdm matrisen till F' i basen Bz och beskriv N(F') (dvs nollrummet till F').

Loésningsforslag:

A:[F(l) F(t) F(#)} - é

2 1
0 2
Bz 0 1

var sista likhet foljer fran

Fl)=1, F(t)=2, F{t*)=t*+2t+1.

Sedan
a
Flat> 4+ bt +¢)=0 < A |b| =0
c
och

N

2
o O =
S O N
O = O

= N(A) = Span 1
0

foljer det att
N(F) = Span(t — 2).

|
. Vi betraktar begynnelsevérdeproblemet
| —2 3/2
1 )
y(0) = H :
a) Berdkna den exakta losningen y(t). (3p)
-2 3/2

Losningsforslag: Matrisen A = [ } har egenvirdena \; = —5/2 och Ay = —1/2

1/2 -1

-3 1
vl—[l] och U2—|:1:|,

s& den kan diagonaliseras A = VDV ~! var V = [v; v9] och D = diag(A1, A2). Losningen
till differentialekvationen for z = V =1y leder till

1 Y| _e/o 1 36_5t/2—|—e_t/2
y(t) = —ahne v/ +102€ 72 = 1 [_6_5t/2+e—t/2 :

med respektive egenvektorer

|
b) Iterera ett steg med Euler framatmetoden och steglingden h = 1/2. (2p)
Loésningsforslag:
1 11 1[-2 0
O e D A R b
|
c) Beskriv varfor den ordinéra differentialekvationen (3) &dr (asymptotisk) stabil. (1p)

Losningsforslag: Kort svar som ger 1p: Problemet dr stabilt sedan realdelen till bada
egenvirdena &r strikt negativa och detta implicerar att

lim y(t) =0, Vy(0) € R2

t—o00



Mer utforlig: For varje y(0) € R? = Span(vy,v2) finns ett entydigt par c1,co € R sa att vi
kan skriva y(0) = cjv1 + cove, och 16sningen till begynnelsevirdeproblemet tar formen

—5t/2 t/2.

y(t) = crvie + covge™

Det foljer att
lim y(t) =0, Ve, co € R dvs Vy(0) € R

t—00
[ |
d) Bestdm om steglingden h = 1/2 ger en stabil 16sning med Euler framatmetoden.
Losningsforslag: Euler framatmetoden dr stabil for steglangden A > 0 om
max(|1+ hAi[,[1 +hX2]) <1 dvsom max(|1—5h/2],|]1—h/2|) <1
For h =1/2 ar
max(|1 — 5h/2|,|1 — h/2|) = 3/4.
Konklusion: metoden &r stabil for h = 1/2. |

. Lat V vara reellt linjart rum med en skaldrprodukt (-,-) : V' x V' — R och norm inducerad
av skaldrprodukten: ||ul| := /(u, u).
a) Bevisa Cauchy-Schwarz olikhet:

[(w, )| < lulllloll,  Vu,v eV,

med likhet om endast om w och v &r linjart beroende.
Losningsforslag:  Se bevis av Sats 2.1 i “Linjar algebra fortsatningskurs”. |

b) Tva normer || - || : V — R och [|-]| : V — R, som inte nédvéndigtvis &r relaterade till
nagon skaldrprodukt, sigs vara ekvivalenta om det finns konstanter C > ¢ > 0 sadana att

cllufl < fllull < Cllull,  vuecV.

Betrakta rummet R™ och de tva normerna

n
Izl = lasl Nallz =
j=1

Visa att normerna &r ekvivalenta for godtyckligt fixt n € N genom att verifiera foljande
olikheter:
lzll2 < llzlly < Vnllzl2 Vo € R™

Tips: Anviand Cauchy-Schwarz olikhet.

Losningsforslag: For alla ¢ € R™,

n

n
I3 =Y aF < [ D layl | = ll=lff.
=1

j=1

Cauchy-Schwarz olikhet ger vidare att

n n n

n
lzlly =) lasl =) lasl- 1< | D layl | D12 = Vallz]a.
j=1

j=1 j=1 Jj=1

(2p)

(5p)

(3p)



8. Vi studerar egenskaper for reella linjéra rum betecknad (V, @, ®;R) dér V &r en icke-tom
méngd, och @ : VxV — V och ®: R x V — V & rummets respektive operationer for
addition och multiplikation med (reella) skalérer.

a) Lat Oy beteckna nollelementet 1 (V, &, ®;R). Visa att Oy &r ett entydigt element. (2p)
Tips: Man kan hérleda en motségelse.

Losningsforslag: Antag att dven 0], &r ett nollelement. Da géller att

OVZOQ/@O\/:O/V - OV:()’V_

]
b) Lat V vara mingden R? och betrakta additionsoperationen (4p)
r1+y—1 2
€T = ) $7 6 R )
sy [$2+y22] Y
och multiplikationsoperationen
[aml}
a1 = .
AT

Visa att (V, @1, ®1; R) inte ar ett linjirt rum genom att bestdmma de tva riknelagarna/axiomen
som inte héaller.

Losningsforslag: For o € R och x,y € V, sa ar

1+ — 1 a(x1+y1—1)}
@ @ - @ = ,
a (] (x 1 y) a1 |:.YJ2 + Yo — 2:| |:Oé(.%'2 + Yo — 2)
och )
azy ayy alz1+y1) — 1]
a@®r )P (a® = b = .
(@@12) &1 (@ O1y) Lﬂz] ! [OZ?JJ [04(562 +y2) — 2

Det foljer att den distributiva lagen
a0 (z@®y)=(a012)® (@G y), YaeR & z,yeR?
inte haller (tat ex z = (1,1), y = (0,1) och a = 2).

Pa liknande sitt observerar vi att

(a+p) o112 = [Egig;i;

Det foljer att den andra distributiva lagen

] och (a®12) &1 (8 012) = [(O‘+B)x1 - 1] |

(Oz—l—ﬁ)xz -2

(a+B)o12=(a®2)® (BG12), Va,pB € R&x € R?,

inte haller (tat ex a = =1och z = (1,1)). ]
c¢) Betrakta méngden V', additionsoperationen @ fran ovan och den nya multiplikations- (2p)
operationen
oz —1)+1
a2z := [a(w2—2)+2} ‘

Bestédm nollelementet 0y till det linjéra rummet (V, &1, ©®2; R) (man kan visa att detta &r
ett linjirt rum, men det dr ej uppgiften hér).

Losningsforslag:
0, = B] Det foljer av

x1+11] {1+x11
:1‘:

_ 2
2y +2—2 2+$2_2:|—0v@1$ Vo € R-.

x@10vz[

SLUT



