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Tentamen

Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlédsliga losningar.

Tentan bestar av 7 uppgifter.

Maximalt antal poéng &r 60, och betygsgrianserna &r 30 for 3 (godkénd), 42 for 4 och 54 for 5.
Upp till 10 bonuspoéng fran bonusuppgifter far tillgodordknas.

Lycka till!
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(a) Bestim for vilka b € R? ekvationen Ax = b har 16sning. (2 p)

1. Lat A vara matrisen

(b) Lat nu A vara en godtycklig reell n x m-matris, och anta att ekvationen
Ax=Db

har 16sning for alla b € R™.
Visa att ekvationen A'y = 0 endast har den triviella 16sningen y = 0 (4 p)

(c) Matrisen fran (b) har kompakt singulirviirdesdekomposition A = UXV . Vad ir
dimensionerna till U, ¥ och V7 (2 p)

2. Vi betraktar en funktion F': P, — P, dér
F(p)(t) = (¢ — Dp/(t) + p(2)
for alla t. (F'(p)(t) ar polynomen F'(p), evaluerad i t.)
(a) Visa att F' dr en linjir avbildning. (3 p)

I P, anvénder vi standardbasen {q1, ¢2, s}, dir

(b) Berékna matrisen fér F' i standardbasen. (3 p)
(c) Bestam alla par (A, p), ddr A € R och p € P, som uppfyller (4 p)
F(p) = Ap
3. I den hir uppgiften kan du anvinda att
o
/ t"etdt=n! Forn=0,1,2,...
0
(a) Visa att
oo
)= [ w0t
0

ar ett skaldrprodukt pa rummet av polynom P. (4 p)
(b) Beriikna en ortonormerad (i skaldrproduktet fran a) bas for rummet av polynom av

grad hogst ettP;. (3 p)
(c) Berikna det forstagradspolynom p som minimerar (3 p)

/Oo(p(t) —t%)2etdt.
0

(8 p)

(10 p)

(10 p)
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4. Antag att A dr en symmetrisk reell n x n matris s att A2 = A.

(a)
(b)

()

Visa att A inte kan ha andra egenvérden &n 0 och 1. (3 p)
Lat r = rank A > 0. Visa att det finns en n X r-matris ) sa att () har ortonormala
kolumner och (3 p)
A=QQ".
Visa att avbildningen
F(x) = Ax
ar en ortogonal projektion pa ett underrum U C R™. (4 p)

5. En CPU i en dator raknar flyttalsoperationer med addition, subtraktion och multiplikation

1

pa samma sétt som vi riknar pa papper. (Fast i binéra tal.) Fér divisionen 5 anvénder
nagra CPUer Newtons metod tillimpad pa ekvationen % —d=0.

(a)
(b)

()

Skriv upp iterationsformeln fér Newtons metod tillimpad pa ekvationen % —d=0.
Ditt svar ska inte innehalla division. (3 p)

Visa att for det relative felet
0xy Tp—X

T* T*
géller (3 p)
0Tp41 0Tn 2
T* - T*

Newtons metod maste kombineras med nagot startvirde x(, och antal interationer
som behovs beror pa hur néra startvirdet dr den faktiska losningen och hur stor
precision som onskas i slutresultatet.

Vi onskar att é ska berdknas med relativt fel mindra #n 1076 till belopp i fyra
iterationer. Hur noggrann maste startapproximationen xy vara? (2 p)

6. I QR-algoritmen beriknas egenvirden till en matris Ag genom att successivt berdkna

QnR, = A, (full QR~faktorisering)
An-i-l = RnQn

forn=20,1,2,...

(a)
(b)

()

Visa att A, har samma egenvirden som Ay. (3 p)

Det upplysas att om metoden konvergerar, sa vill ),, — I. Forklara hur du kan
estimera Ag’s egenvérden fran A,. (3 p)

Antag att Ag dr reell, men har komplexa egenvirden. Forklara varfor QR-algoritmen
inte kan konvergera i det hér fallet. (2 p)

(10 p)

(8 p)

(8 p)
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. Enligt en modell utvecklar populationerna av harar (z) och révar (y) pa en 6 sig enligt en
differentialekvation:

d
d—sz:cfxy
dy 1

= Zopy—
a — 2"V

Dér x och y representerar antal tusen individer. (Den héir modellen kallas Lotka—Volterra
modellen).

(a) Lat startpopulationerna vara xz(0) = 1 och y(0) = 4 och anvind ett steg med Euler
framat for att berdkna en approximasjon av x(0.25),y(0.25). (3 p)

(b) Euler framéat fungerar tyvirr inte sérskild bra pa den hir ekvationen. Forklara vilket
problem som kan uppsta om vi anvinder Euler framat med for lang stegliangd. (Hint:
Nar &r modellen meningsfull?). (3 p)

(6 p)
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Tentamen - Losning

1. Lat A vara matrisen (8 p)
110
1 2 2
(a) Bestiam for vilka b € R? ekvationen Ax = b har 16sning. (2 p) Losning:Matrisen
har rang 2, s ekvationen har 16sning for alla b € R2.

(b) Lat nu A vara en godtycklig reell n x m-matris, och anta att ekvationen
Ax=Db

har 16sning for alla b € R™. Visa att ekvationen A'y = 0 endast har den triviella
16sningen y = 0 (4 p) Losning:Vi har att V(A) = R™. Det innebér att

N(AT) =V(A)* = R")" = {0}

dér {0} &r underrrummet som bestar av endast nollvektorn.

(c) Matrisen fran (b) har kompakt singuldrviirdesdekomposition A = UXV . Vad &r
dimensionerna till U, ¥ och V? (2 p) Lésning:Matrisen har
rank(A) = dim V(A) = n. Da 4 ¥ € R™*™, och vi ser att

U c Ran
Ve R =
V c Rmxn

2. Vi betraktar en funktion F': P, — P» dar (10 p)

F(p)(t) = (t = 1)p'(t) + p(t)
for alla t. (F'(p)(t) dr polynomen F'(p), evaluerad i t.)

(a) Visa att F' &r en linjar avbildning. (3 p) LOsning:Vi har att for a, 8 € R, p,q € P,
- F(ap + Ba)(t ) = (t—1) (ap+ Ba)' (t) + (ap + Ba)(t)
a((t=Dp'(t) +pt) + B ((t = 1g'(t) + (1))
= OéF( )(t) + BE(q)(t)
= (aF(p) + BF(q)) (t)

I P, anvénder vi standardbasen {q1, ¢2, g3}, dir

at)=1, q@t)=t  g)="t,



(b) Berékna matrisen fér F' i standardbasen. (3 p) Losning:
Beréknar

Matrisen ar

1 -1 0
A=|0 2 =2
0 O 3
(¢) Bestam alla par (X, p), dir A € R och p € P, som uppfyller (4 p)
F(p) = Ap

Losning:Vi ska hir 16sa ett egenvérdesproblem. Vi kan 16sa det i koordinater, da
ska vi bestimma egenvirden och egenvektorerna till matrisen A. D& matrisen ar
diagonal ser vi att egenvirdena ar A\ = 1, Ay = 2 och A3 = 3, och vi kann 16sa for
egenvektorerna och far att

1 -1 1
V] = 0 V9 = 1 V3 = —2
0 0 1

De motsvarande polynomen &r
pit) =1 pt)=t—1 p(t)=1>-2t+1

Egenvektorer dr endast bestdmda upp till mulitplikation med en skalér, sa alla egenpar
Ar méngden

{(L,ap1): a« e R}U{(2,ap2): a« e R}U{(3,aps3): a € R}

3. I den hir uppgiften kan du anvinda att (10 p)
o]
/ t"e 'dt=n! Forn=0,1,2,...
0

(a) Visa att

(p,q) = /OOO p(t)q(t)e~tdt

ar ett skalarprodukt pa rummet av polynom P. (4 p) Losning:Integralen ar vil
definerad, da for alla p och ¢, dr p(t)q(t) igen ett polynom pa formen

p(Ha(t) =3 aptt
k=0

och integralet
| plorattrear
0

kan dven berdknas exakt vid den uppgivna formeln.
Formeln ar uppenbart bilinjéar och symmetrisk i p och q.
Vi har dven att

(b,p) = /0 T (e tat

ar ett integral av en kontinuerlig icke-negativ funktion for alla p. Da &r integralen
icke-negativ, och den &r 0 endast om integranden &r like 0 for alla ¢ € [0,00). Om
p(t)2e=t = 0, sd dr #ven p(t) = 0 for alla t.



(b) Beriikna en ortonormerad (i skaldrproduktet fran a) bas for rummet av polynom av
grad hogst ett Pj. (3 p) Losning;:

e| = 1 €9 = t—1
(c¢) Berikna det forstagradspolynom p som minimerar (3 p)
o
/ (p(t) — £2)2¢dt.
0
Losning:Uppgiften 16sas av den ortogonala projektionen av ¢(t) = t? pa P;. Vi har

p={(g,e1)e1 + (g, ea)ea = 2e1 + deap(t) =4t —2

4. Antag att A dr en symmetrisk reell n x n matris s att A2 = A. (10 p)

(a) Visa att A inte kan ha andra egenvérden &n 0 och 1. (3 p) L6ésning:Om Av = A\v
med v # 0, sa dr
A v=Av= Nv=Aav= 21—\ =0.
som innebér att A &r lika med O eller 1.

(b) Lat r = rank A > 0. Visa att det finns en n X r-matris @ sa att ( har ortonormala
kolumner och (3 p)

A=QQ".

L6sning:

A &r symmetrisk, sa vi kan anvénda spektralsatsen. Fran (a) vet vi att egenvirden
ar 0 och 1, och fran rank A = r vet vi att det finns r linjart oberoende egenvekto-
rer tillhoérande 1, och n — r linjart oberoende egenvektorer tillhérande 0. Ordnar vi
egenvirdene med ettor forst har vi blockformen

- I o] v’ T
A=VDVT = [V Vi {0 0] [vﬁ —

dér kolumnerna i V; dr en ortonormerad bas fér egenrummet F(1). @ = V; uppfyller
alltsa ekvationen.
(c) Visa att avbildningen
F(x) = Ax

ar en ortogonal projektion pa ett underrum U C R™. (4 p) Losning:Lat
U=V(A)=E(l). Da ar Ax € U. For alla u € U kan vi skriva u = Qy och vi har

(u,x — Ax) =(Qy,x — QQ "x)
=y'Q"x-y'QTQQx

=y Q'x—y'Q"x (Da Q' Q = I, pga. ortonormala kolumner)
=0
5. En CPU i en dator raknar flyttalsoperationer med addition, subtraktion och multiplikation (8 p)

pa samma séitt som vi rdknar pa papper. (Fast i binédra tal.) For divisionen é anvinder

nagra CPUer Newtons metod tillimpad pa ekvationen % —d=0.

(a) Skriv upp iterationsformeln for Newtons metod tillimpad pa ekvationen % —d=0.
Ditt svar ska inte innehalla division. (3 p) Losning:

Tpy1 = Ty + (T, — dz?) = 2z, — da?



(b) Visa att for det relative felet

ox, Tp—x*

x* x*
giller (3 p)
(5xn+1 _ oy 2
r* x*

Loésning: Vi vet att z* = é, och skriver x,, = é + 0z, da har vi

Tn+1 :g + 20z, — d ( L 25:6—71 — (5$n)2>

d 2 " d
L e
= n
och vi har ,
Oy, 1 Oy,
x:_l - d($n+1 - g) = —d2((5$n)2 - = |: T* :|

Newtons metod maste kombineras med nagot startviarde xg, och antal iterationer som
behovs beror pa hur néra startvirdet dr den faktiska 16sningen och hur stor precision
som onskas i slutresultatet.

(c) Vi onskar att % ska beriiknas med relativt fel mindra &n 10716 till belopp i fyra
iterationer. Hur noggrann maste startapproximationen xg vara? (2 p) Losning:Felet
kvadreras i varje iteration, sa vi maste ha. Vi maste ha ‘xo — é‘ <107t

(I faktiska implementationer av den hér algoritmen, anvéinder man en linjir approx-
imation till é pa intervallet 1 < d < 2, och kan da ha ett relativt fel mindre enn

1
77-)

6. I QR-algoritmen beridknas egenvérden till en matris Ag genom att successivt berdkna

Apt1 = RpnQn

(full QR-faktorisering)

for n=0,1,2,...

(a) Visa att A, har samma egenvirden som Ag. (3 p) Losning: 4,11 = Q,) A,,Q,, medfor
att A,41 och A, ar similédra, och har gemensamma egenvérden. Vid induktion féljer
att A, och Ay &ar similéra.

(b) Det upplysas att om metoden konvergerar, sa vill @, — I. Forklara hur du kan
estimera Ag’s egenvirden fran A,. (3 p) Losning:Ser att da
Qn — I savill A, — R, — 0, det vill séiga att A, gar mot att vara uppat triangulér.
Uppat triangulédra matriser har egenvirderna pa diagonalen, sa vi kan approximera
Aps med dens diagonalelement.

(c) Antag att Ag &r reell, men har komplexa egenviirden. Forklara varfor QR~algoritmen
inte kan konvergera i det hér fallet. (2 p) Losning:Matriserna i QR-algoritmen &r
alltid reella, darfor kan inte matrisen A, gd mot en matris med egenvéirderna till Ag
pa diagonalen.

(8 p)
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. Enligt en modell utvecklar populationerna av harar (z) och révar (y) pa en 6 sig enligt en
differentialekvation:

d
d—sz:cfxy
dy 1

= Zopy—
a — 2"V

Dér x och y representerar antal tusen individer. (Den héir modellen kallas Lotka—Volterra
modellen).

(a) Lat startpopulationerna vara xz(0) = 1 och y(0) = 4 och anvind ett steg med Euler
framat for att berdkna en approximasjon av x(0.25),y(0.25). (3 p) Losning:

x(0.25) = x1 = 29 + h (2x0 — zoyo)
y(0.25) myr =yo+ h (;ﬂcoyo - 2/0)
Med zg = 1,y9 = 4, h = 0.25 far vi
21 =05, y =35

(b) Euler framat fungerar tyvérr inte séirskild bra pa den hér ekvationen. Forklara vilket
problem som kan uppsta om vi anvinder Euler framat med for lang steglangd. (Hint:
Nir dr modellen meningsfull?). (3 p) Losning:Modellen dr
bara meningsfull fér positiva x och y. Vi ser att med t.ex. samma startvirden som i
(a), men med steglingd stérre dn 0.5, blir x1 < 0. (Faktisk sa kommer problemet att
uppsta med #ven mindre steglingd, men kanske efter flera steg.)

(6 p)



