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Foljande rad av matriser beskriver en delvis Gauss-elimination av matrisen

11 1
A=13 2
41 2
11 1 1 1 11 1
3 9 4| BB g 1 q | B2 (g 1 g
41 2 4 1 2 0 -3 -2

(Notationen Rs — 3R; innebér att 3 ganger rad 1 dras fran rad 2.)

(a) Slutfor Gausseliminationen utan pivotering. (1 p)
(b) Anvéand Gausseliminationen till att bestdmma en LU-faktorisering av A. (2 p)

(c) Los ekvationssystemet
1
Ax = |3
9

utan att Gausseliminera pa nytt. (3 p)

(d) Vad é&r fordelen med att beridkna och lagra LU-faktoriseringen till en matris? (2 p)

(a) Forklara vad som menas med ett underrum av ett linjart rum W. (1 p).

(b) Lat F: U — W vara en linjar avbildning fran det linjira rummet U till det linjira
rummet W. Visa att virderummet till F,

V(F)={we W s.a. w= F(u) for nagot u iU},

ar ett underrum av W. (2 p)
(c) Rangen till en matris A kan definieras pa flera ekvivalenta séitt. Skriv ner ett sétt. (1
p)

(d) Anta att A € R™ ¥ har rang r, och att B € R¥*™ har rang s. Vad kan du siga om
rangen till C' = AB 7 (4 p)

3. (6 p)
(a) Lat V vara ett reellt linjért rum med skaldrprodukt (-,-). Vad krévs for att en bas
{e1,...,e,} for V ska vara en ON-bas? (1 p)

(b) Vi betraktar det linjira rummet P, dvs. rummet av polynom av grad 2 eller mindre,
och skaldrproduktet

1
(P, q) :/ p(t)q(t)dt,
-1
(Mérk integralgrinserna.) Bestdm en ortogonalbas for P, genom att utféra Gram-—
Schmidts algoritm pa standardbasen {1,¢,t%}. (3 p)

(c) Beskriv hur du kan utnyttja ortogonalbasen berdknat i (b) for att bestdmma p € Py
sa att

1 1
/ (p(t) — sin(xt))?dt < / (q(t) — sin(wt))2dt for alla g € Ps.
-1 -1

(Du behover inte berikna p). (2 p)
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4. Hiar kommer 5 par av pastaende, i par (P1) och (P2). Uppgiften bestar i f6ljande: Anta
att pastaende (P1) &r sant och avgdr om pastaende (P2) maste vara sant, kan vara sant
eller inte kan vara sant. Ange motivering till dina svar.

(a) (P1) For en matris A € R™*" giller att (A2 +2A4 — 3I) = 0.
(P2) 3 ir ett egenvirde till A. (2 p)

(b) (P1) V é&r ett dndligdimensionellt, reellt linjart rum med skaldrprodukt (-,-,) och
F:V — V ar en linjar transformation. I en bas e fér V' &r matrisen till F' symmetrisk.
(P2) (F(u),v) = (u, F(v)) for alla vektorer u,v € V. (2 p)

(c) (P1) Matrisen A € R™"™ &r symmetrisk.

(P2) Det finns en ortonormerad (i standardskaldrproduktet) bas for R™ bestaende
av egenvektorer till A. (2 p)

(d) (P1) De symmetriska matriserna A, B och C' i R™*™ ir sa att AB = BA och AC =
CA.
(P2) BC=CB. (2 p)

(e) (P1) Matrisen A € R™*™ ar symmetrisk, och u och v dr tva linjart oberoende egen-
vektorer till A.
(P2) w och v dr ortogonala. (2 p)

5. I den hér uppgiften betraktar vi numerisk 16sning av ekvationen f(x) = 2cos(z) —e* = 0.

(a) Vis att ekvationen har exakt en enkelrot z* pa intervallet [0, 5]. Du kan anvinda det
numeriska viirdet e2 =~ 4.8105. (2 p)

(b) Skriv upp formeln fér Newtons metod for ekvationen f(z) = 0, och utfor ett steg fran
initialvirdet o = 0. (2 p)

(c) Det giller att |f'(x)| > 1 for alla 2 i intervallet [0, §]. Ange ett interval 2* maste vara
i, baserad pa det numeriska virdet f(0.5) ~ 0.1064. (2 p)

nge ett stoppkriterium vi kan anvénda i Newtons metod for att vara sikra pa a
d) A tt stoppkriteri ik dnda i Newt tod for att ak A at
felen |z — 2*| < Tol for en given felgréns Tol > 0. (2 p)

(e) Newtons metod tillimpad pa ekvationen implementeras i ett flyttalsystem med ma-
skintal p = 2773 &~ 1.1102 - 10716, Beskriva ett problem som kan uppsta om vi sitter

Tol = 10716, (2 p)
6. Vi ska beridkna en approximation for [ = fil f(z)dz, dér f(x) = e‘””Q, med trapetsformeln.

Trapetsregeln pa ett intervall med fel ar:

’ ; ¢ (f(a) / f(z)dx + fﬂ(f) (b—a)?, for nagot £ € (a,b).

Trapetsformeln ér:
f(zo)
2
dir x; = a + ih och h = (b —a)/n.
(a) Visa att |f”(£)| < 2 pa det aktuella intervallet. (2 p)
(b) Hérled felgrénsen

b @) 4ot flam) + L

T(h):h[

1
()~ 1) < 5h?

for trapetsmetoden anvindt pa det aktuella integralet. (3 p)

(c) Berikna en approximation for I baserad pa funktionsvirderna i —1,0 och 1, och ge
en uppskattning av felet fér approximationen. (2 p)

(d) Hur manga delintervall n behovs for att felgrénsen i (b) skal bli mindre &n eller lika
110787 (1 p)
3

(10 p)

(10 p)

(8 p)
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7. En matematisk pendels rorelse uppfyller differentialekvationen

d20(t)
dt2

= - Sln(e(t))v

dér 0(t) dr vinkeln mellan pendeln och nedat vertikalriktning.

(a) Skriv differentialekvationen som en forste ordens differentialekvation

YO _ ey

dér y och f(y) kan vara vektorer. (2 p)

(b) Los differentialekvationen i (a) numerisk med tva steg framat Euler. Anvind begyn-

nelsesviardena

och steglingd h = 1—10. (2 p)
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Om du inte har 16st (a), 16s i stéillet foljande begynnelsesvirdeproblem:

8. Vi betraktar ett optimeringsproblem

Bt — 4o (t),
M= =20 0),
yl(o) = %7

y2(0) =0

mn -r°+ -y t+ry+y—x.

(z,y)ER? 2

2

(a) Vis att sop = (—1,1) &r en descentriktning i zg = (0,0). (1 p)

(b) Bestdm x1 genom att exakt lsa linjesdkningsproblemet med startpunkt zy och sok-

riktning sg. (3 p)

(c) Vad hiinder om du loser optimeringsproblemet med Newtons metod for flerdimensio-

nell optimering? (2 p)

(4 p)

(6 p)
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1.

Foljande rad av matriser beskriver en delvis Gauss-elimination av matrisen

111

A=|[3 2 4

41 2
111 1 1 1 11
3 9 4| BB g g q| Bt g 1 g
41 2 4 1 2 0 -3 -2

(Notationen Ry — 3R; innebér att 3 ganger rad 1 dras fran rad 2.)

(a) Slutfér Gausseliminationen utan pivotering. (1 p)

Losning: Ser vi ma dra 3 ganger rad 2 fran rad 3

11 1 11 1
0 —1 1 | B3Ry 1 g
0 —3 —2 0 0 -5

(b) Anvénd Gausseliminationen till att bestdmma en LU-faktorisering av A. (2 p)

1 1 1
Losning: U = [0 —1 1 | &r den radreduserade matrisen vi har berdknat, och L
0 0 -5
har ettor pa diagonalen, och koefficienterna fran Gausseliminationen under diagonalen
1 00
L=13 10
4 3 1

(c¢) Los ekvationssystemet

Ax =

NeRRUVRN

utan att Gausseliminera pa nytt. (3 p)
Losning: Losar Ax = b i tva operationer Ly = b och Ux =y

10 0\ [y 1
Ly=bs (3 1 0| || =3
431 9

(8 p)



(d)

y1 =1
Yy2=3—-3y1 =0
1 1 1 T 1
Ux=y«& [0 -1 1 z2| = |0
0O 0 -5 T3 5
x3=5/(-5)=—1
x9 = (0—1x3)/(—1) = -1
371:1—562—:133:—3
-3
x=|—-1
-1

Vad ar férdelen med att berékna och lagra LU-faktoriseringen till en matris? (2 p)

Losning: Man kan da 16sa ekvationssystem Ax = b ved bakat/framatsubstitution,
som gar snabbare &n att Gausseliminera pa nytt. Det hér &dr specielt en férdel om
man ska 16sa flera system med samma matris A.

Forklara vad som menas med ett underrum av ett linjart rum W. (1 p).

Losning: Ett underrum av ett linjart rum &r en underméngd av W som sjélv &r ett
linjért rum. Man kan ocksa séga att ett underrum &r en icke-tom underméngd av W
som &r sluten under addition och multiplikation med skalér.

Lat F: U — W vara en linjar avbildning fran det linjira rummet U till det linjira
rummet W. Visa att virderummet till F,

V(F)={we W s.a. w= F(u) for nagot u iU},

ar ett underrum av W. (2 p)

Losning: Behover visa att V(F') &r icke-tom, och dessutom sluten under addition av
tva vektorer, och under multiplikation med skaldr. V(F') dr icke-tom, da 0 = F'(0)
ariV(F) Lat w; = F(u1) och we = F(ug) vara vektorer i V(F'), och lat « vara en
skaldr. Da ar

awy + wy = aF(u1) + F(u2) = F(au; +uz) € V(F)

Rangen till en matris A kan definieras pa flera ekvivalenta sitt. Skriv ner ett sétt. (1
p)
Loésning:
Rank A = Dim(V (A))

Anta att A € R™* har rang r, och att B € R¥*™ har rang s. Vad kan du siiga om
rangen till C'= AB 7 (4 p)
Losning: For det forsta &r Cx = ABx = A(Bx), sa alla vektorer i V/(C) &r &ven i
V(A). Da bada V(C) och V(A) é&r linjdra rum, maste V(C') vara underrum av V(A)
och

Rank C = Dim V(C) < DimV(A) =r.

For det andra giller Bx = 0 = Cx = ABx = 0, sa N(B) &r underrum av N(C).

Fran dimensionssatsen (tva ganger) kan vi da sluta

RankC' =m — dim N(C) < m — dim N(B) = Rank B = s.

(8 p)



Vi kan finna olikheter till andra hallet ocksa. Givetvis géller
Rank C > 0,

men vi har ocksa en annan olikhet: Lat vi,...,v,,_s vara en bas fér N(B) som vi
utvidgar till bas for V(C') vid att lagga till vektorerna wy, ..., wg, dér

m—s+q=dimN(C) =m —Rank(C < RankC = s —¢q

Da ar Bwy,...,Bw, linjart oberoende vektorer i R*. (Om de inte var linjirt obe-
roende, ville vi hatt att en linjirkombination av dom var lika noll, som implicerar
att en linjairkombination av wy,...,wy &r i N(B)). Men vi har &ven att ABw; =
0,...,ABw, = 0,sa Bwi, ..., Bw, ér linjért oberoende vektorer i N(A). Det innebér
att ¢ < dim N(A) =k —r och

RankC=s—qg>s+r—k.

Lat V vara ett reellt linjirt rum med skaldarprodukt (-,-). Vad krdvs for att en bas
{e1,...,e,} for V ska vara en ON-bas? (1 p)

Losning: En bas d&r ON-bas om

(6' 6‘>_{0’0mi#j,
3/

1,om 7 =j.

Vi betraktar det linjdra rummet P, dvs. rummet av polynom av grad 2 eller mindre,
och skaldrproduktet

1
(b q) = / POttt

(Mérk integralgrinserna.) Bestdm en ortogonalbas for P genom att utféra Gram-—
Schmidts algoritm pa standardbasen {1,¢,¢%}. (3 p)

Loésning: Sitter po(t) = 1,p1(t) = t,pa(t) = 2, och utfor Gram-Schmidt:

4o = Po
) O . .
Q1 =p1— (p1, 40) Qo =p1— 40 (integral av udda funktion)
{20, q0) (40 q0)
=D
B (P2, qo0) (P2, q1)
q2 = P2 — q0 — q1
(g0, q0) (q1,q1)
223’33 = <q10q1>, (integral av udda funktion), men fér den andra termen maste vi
erakna:

! 2
<p27QO> = / tzdt = §7
1

1
(90, q0) = / 1dt = 2.

-1

Och vi ser att )

g2(t) = p2(t) — g%(t) =12,

Beskriv hur du kan utnyttja ortogonalbasen beridknat i (b) fér att bestimma p € P»
sa att

Ll =

1 1
/ (p(t) — sin(nt))?dt < / (q(t) — sin(t))?dt for alla g € Ps.
—1 —1

(Du behover inte berikna p). (2 p)

(6 p)



Lésning: Optimeringsproblemet 16sas av den ortogonale projektionen av f(t) =
sin(nt) € C[—1,1] pa P,. Da vi har en ortogonalbas {qo,q1,q2} f6r P,, dr den or-
togonala projektionen given av

p= <f7QO> q0+ <f7Q1> q1+ <f7Q2> @
(90, q0) (q1,q1) (92, q2)

4. Har kommer 5 par av pastaende, i par (P1) och (P2). Uppgiften bestar i foljande: Anta
att pastaende (P1) &r sant och avgdér om pastaende (P2) maste vara sant, kan vara sant
eller inte kan vara sant. Ange motivering till dina svar.

(a)

(P1) Fér en matris A € R™"_ giller att (4% + 24 — 3I) = 0.
(P2) 3 ar ett egenvirde till A. (2 p)

Losning: (P2) kan inte vara sant. Om v &r slik att Av = 3v, har vi
0= (A% +24-30)v=A*+24v—-3v=3°v+2-3v—3c=12v

det vill sdga v = 0.

(P1) V &r ett dndligdimensionellt, reellt linjért rum med skaldrprodukt (-,-,) och
F:V — V ar en linjar transformation. I en bas e fér V' &r matrisen till F' symmetrisk.
(P2) (F(u),v) = (u, F(v)) for alla vektorer u,v € V. (2 p)

Losning: (P2) kan vara sant. Om basen e dr ortonormerad, géller det, men inte
annars.

(P1) Matrisen A € R™™"™ &r symmetrisk.
(P2) Det finns en ortonormerad (i standardskaldrproduktet) bas for R™ bestaende
av egenvektorer till A. (2 p)

Loésning: (P2) masta vara sant. Det hir dr spektralsatsen.

(P1) De symmetriska matriserna A, B och C'i R™*" &r sa att AB = BA och AC =
CA.

(P2) BC =CB. (2p)

Losning: (P2) kan vara sant da det jo &r mojligt att matriser kommuterar, men
kan ocksa inta vara sant, (t.ex. om A dr identitetsmatrisen, och B och C &r icke-
kommuterande matriser.)

(P1) Matrisen A € R™ ™ dr symmetrisk, och u och v &r tva linjért oberoende egen-
vektorer till A.

(P2) u och v dr ortogonala. (2 p)

Losning: (P2) kan vara sant. Om u och v &r egenvektorer tillhérande olika egenvérder,
maste de vara ortogonala, men om de tillhér samma egenvirde, kan man inte garan-
tera det.

5. I den héir uppgiften betraktar vi numerisk 16sning av ekvationen f(z) = 2cos(x) —e* = 0.

(a)

Visa att ekvationen har exakt en enkelrot z* pa intervallet [0, 7]. Du kan anvénda
det numeriska viirdet ez ~ 4.8105. (2 p)
Losning: f &r kontinuerlig, och vi har f(0) =1 > 0, f(5) = —e2 < 0. S& f har
minst en rot pa intervallet. I tilligg dr f'(x) = —2sin(z) — e < 0 (sin(z) &r positiv
pa intervallet), sa f kan inte ha fler rotter, och roten z* dr enkeltrot, da f’(z*) # 0.
Skriv upp formeln fér Newtons metod for ekvationen f(z) = 0, och utfor ett steg fran
initialvérdet o = 0. (2 p)
L6sning:
flxg) 2 cos(zy) — €™k
Tpt1 = T — P ) = — o sin(ay) — e

flw) _g_ 1 _4

f'(x0) -

Tr1 = Xo —

(10 p)

(10 p)



(c) Det giller att |f'(x)| > 1 for alla 2 i intervallet [0, §]. Ange ett interval 2* maste vara
i, baserad pa det numeriska virdet f(0.5) ~ 0.1064. (2 p)

Lo6sning: Vi har
£(0.5) = £(0.5) — f(2") = f'(£)(0.5 — a)

dér £ ligger mellan 0.5 och x*, som innebér |f/(€)| > 1. Det ger igen

0.5 — 2% = ‘ f(0.5)‘ < 1|£(0.5)] ~ 0.1064

1

f'(6)
Eller z* € (0.3935,0.6065).
Anvinder vi ocksa att f/(§) < 0, som vi har fran (a), kan vi minska intervallet till

€ (0.5,0.6065).

(d) Ange ett stoppkriterium vi kan anvinda i Newtons metod for att vara sidkra pa at
felen |z — z*| < Tol for en given felgréns Tol > 0. (2 p)
Lésning: Pa motsvarande sitt som i (c) far vi

fla)| < |f(zp)]

|z — 27| =

1
f'(€)
Sa om vi ska sékra att |xy — 2*| < Tol, kan vi anvénda stoppkriteriet | f(zx)| < Tol.

(e) Newtons metod tillimpad pa ekvationen implementeras i ett flyttalsystem med ma-

skintal = 27°3 ~ 1.1102 - 10716, Beskriva ett problem som kan uppsta om vi sétter
Tol = 10716, (2 p)
Lo6sning: Det dr mojligt, dven sannolikt, att Newtons metod inte vill konvergera. Det
ir inte darfor att det inte fins nagot flyttal & sa att |# — 2*| < 10716, det gor det, da
' < 0.61p < 100 — 16). Men iterationen i Newtons metod vill inte berdknas med
tillrécklig noggrannhet.

6. Vi ska beridkna en approximation for [ = fil f(x)dz, dér f(x) = _””2, med trapetsformeln. (8 p)
Trapetsregeln pa ett intervall med fel ar:
b ; a (f(a) / f(z)dz + fﬂ(g) (b—a)?, for nagot £ € (a,b).
Trapetsformeln ér:
T(h)_h[f(§0)+f( )+t fn 1)+f(§") :

dar x; = a+ih och h = (b—a)/n.

(a) Visa att |f”(€)| < 2 pa det aktuella intervallet. (2 p)
Lo6sning:
2
[F"(€)] = [(42® = 2)e™ < |42® — 2|
och det giller att —2 < 422 — 2 < 2 pa intervallet [—1,1].
(b) Hérled felgransen
1
()~ 1 < L2

for trapetsmetoden anvindt pa det aktuella integralet. (3 p)



L&sning: Vi beridknar en approximation fér I = fil f(z)dz vid trapetsformeln.
Satter da a9 = —1,...,2;, = —1+1ih,...,z, =1, dér h = % Vi har

n—1

T(h) = 3 2(f@) + flais)
1=0
n—1 o
= > T () + S (@)

1=0

n=l gy 1"( ¢,
- Z / f(z)dz + f 1(2&) (@ip1 — @)’ diir & € (@5, wi41)

- [ s d+2ﬂ&

Darfor ar

2 3 _ 12_ 12_12
gzﬁh =nheh® =2:0% = oh

(c) Berikna en approximation for I baserad pa funktionsvirderna i —1,0 och 1, och ge
en uppskattning av felet fér approximationen. (2 p)

Lo6sning:

T() = 5 (F(-1) +2f(0) + F1)) = 5 (e +2- 147y =1 47"

och vi vet att |T'(1) — I] < %

(d) Hur manga delintervall n behovs for att felgrinsen i (b) skal bli mindre &n eller lika
11082
110787 (1 p)
L6sning: 1h2 % 078 ger h < 1074, det vil siga n = % > 20000.

7. En matematisk pendels rorelse uppfyller differentialekvationen

d20(t)

= —sin(0(1)),

dér 0(t) dr vinkeln mellan pendeln och nedat vertikalriktning.

(a) Skriv differentialekvationen som en forste ordens differentialekvation

dy(t)

T~ t(y()

dér y och f(y) kan vara vektorer. (2 p)
Losning: Sitter y1(t) = 0(t),y2(t) = 0'(t), har vi

d [yl (75)] _ [ y2(t) ]
dt [y2(t) —sin(y1(t))
(b) Los differentialekvationen i (a) numerisk med tva steg framat Euler. Anvéind begyn-
nelsesvirdena



och steglingd h = 1—10. (2 p)

=[50 = [i]

y1=yo+ hf(yo) = {%} - {—01]

=[]

Y2=ZY14-hf(Y1)=:{ z ]'+{jf%]

_1
10
T _ 1
_ |27 1
10

Lo6sning: Vi har

oy

8. Vi betraktar ett optimeringsproblem (6 p)

(a)

()

i La? e Sy
min  —z° 4 = x — .
(@,y)eR? 2 2" Ty
Vis att so = (1, —1)" &r en descentriktning i zg = (0,0)". (1 p)
Losning:

=-2<0

a=0

af(azo—l—aso))a:o =0 <2a + 50— 2a>

Riktningsderivaten ar negativ i den riktningen, sa det ar en descentriktning.
Bestdm x; genom att exakt 16sa linjesckningsproblemet med startpunkt xg och sok-
riktning sg. (3 p)
L6sning:

f(zo+ aso) = a® — 2a
uppnar sitt minimala virde i a = 1.
Da ar g + asg = sg = (1, —1)T.
Vad hinder om du léser optimeringsproblemet med Newtons metod for flerdimensio-
nell optimering? (2 p)
Losning: Det hér dr ett optimeringsproblem med kvadratisk objektfunktion. Sadana
l6ser Newton’s metod exakt i ett steg.



