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LYCKA TILL!
Uppgift 1.
3 6 —6
1 5 —4
a) Gor en LU-faktorisering, utan pivotering, av matrisen A= | —=3 0 2 | . (4p)
0 -3 2
3 0 =2

b) Antag att du har en 16sning z till det reguljéra systemet Az = b, dir A &r en n X n-
matris. Om vi #ndrar matrisen lite (en #indring av rang 1) s att A = A+ uv® for vektorer

u och v s& far vi (i allméinhet) en annan l6sning . Visa att 2 = © — —92r A~ u. (3p)

14+vT A-1qy

c) For stora n, hur mycket tjdnar man pa att anvéinda formeln for & i b)-uppgiften nér
man vill 16sa de tva systemen Az = b och Az = b jamfort med att 16sa de bada problemen

var for sig? (2p)



Uppgift 2.
a) Visa att Householdermatrisen H = I — 2uu’, med ||u|; = 1 definierar en linjir avbild-
ning som geometriskt ar en spegling i en linje genom origo. (3p)

1 1 2
b) Bestdm en QR faktorisering av matrisen A= | —1 1 1 |. (4p)
1 01

c) Anta att du har en singuldrvirdesfaktorisering (SVD-faktorisering) av en matris A. Visa
med hjalp av faktorerna i faktoriseringen att varderummet for A &r ortogonala komple-
mentet till nollrummet for AT, (3p)

Uppgift 3.

Betrakta det linjara underrummet U till mdngden av kontinuerligt deriverbara funktioner
som definieras av U = Span{sint, cost, sin2t, cos2t} med de ingaende funktionerna
som bas.

a) Bestdm matrisen for den linjéra avbildningen fran U till U som innebér att derivera.
Bestam &ven egenvirden och egenvektorer (egenfunktioner) till avbildningen. (4p)

b) Bestdm den bésta approximationen pa intervallet (0, 27) av funktionen

1 <t< . o ..
f(t) = { B 2’ WO <_t <_277: pa underrummet U med avseende pa skaldrprodukten

(f,9) = OZW f(t)g(t)dt. Vad skulle svaret bli om man i stéllet approximerade med en andra
ordningens Fourierserie? (3p)

Uppgift 4.

a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
ZL’II(t) = —2%1(1&) + 35(72(t), 5(71(0) =6
xh(t) = 3z (t) — 2xo(t), z2(0) =0 . (4p)

x4 (t) = 3w (t) — wo(t) — 2x3(t), 23(0) = —1
b) Varfor fungerar inte diagonaliseringsmetoden i uppgift a) om andra ekvationen i sys-
temet dndras till 4 (t) = —2x9(f), x2(0) = 0?7 Var i processen uppstar problemet? Vilken
egenskap hos egenvirdena relaterar du till detta problem? (2p).
Uppgift 5.
Betrakta algoritmen y = a® + b? i ett IEEE-system.
a) Ta fram en grians for framatfelet i algoritmen uttryckt i avrundningsenheten i IEEE-
systemet. Vi antar att a och b redan dr lagrade i flyttalssystemet.(3p)
b) Utfor bakatfelanalys for algoritmen och uttryck granserna for bakatfelen i avrund-
ningsenheten i IEEE-systemet. Vi antar att a och b redan &r lagrade i flyttalssystemet.
(3p)
c) Avgor genom att betrakta nagon av feluppskattningarna i a)-uppgiften eller b)-uppgiften
om algoritmen &r stabil eller inte. (1p)



Uppgift 6.

1
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i [ 1 | pa det icke-linjara ekvations-
1
3 — 222 = -1
systemet: 3+ 3r3=4 . (4p)

T1To — 21’%1‘3 =0
b) Redogor for vilka berdkningar du skulle behéva gora for att ta fram en feluppskattning
for approximationen i a)-uppgiften. Rdkningarna behover inte genomforas. (2p)

Uppgift 7.
Betrakta ett matematiskt optimeringsproblem i flera variabler utan bivillkor.

a) Formulera en Kvasi-Newtonmetod for att 16sa problemet. (2p).

b) I en Kvasi-Newtonmetod ingar en matris med beteckningen By som &r en approximation
av en Hessianmatris. Visa att sokriktningen i Kvasi-Newtonmetoden blir en descentriktning
om By, dr positivt definit. (2p)

c) Betrakta problemet att minimera f(zy,xs) = 2% + 223 + 21 — 2125 utan bivillkor. Gér
en iteration med Steepest Descent-metoden, med start i origo och ezakt linjesokning. (3p)

Uppgift 8.

Betrakta foljande prediktor-korrektorpar for att losa system av ODE:
(p) Eulers framatmetod

(k) Eulers bakatmetod

a) Vad blir approximationsordning och stabilitetsomrade for metoden? Du behover inte
visa dessa bara tala om vad som géller. (2p)

b) Antag att du gor tva fixpunktsiterationer i korrektorn. Skriv upp metoden du da far.
(2p)
c¢) Bestdm approximationsordning och stabilitetsvillkor for metoden i b)-uppgiften. (4p)
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3 6 —6 3 6 —6
0 3 -2 0 3 -2
la) Tva stegs Gausselimination ger: Ay =| 0 6 —4 [, A=U=| 00 0
0 -3 2 00 0
0 -6 4 00 0
1 0000
/3 100 0
L bestédms samtidigt pa vanligt sitt (kompendium avsnitt 9.3): L = -1 2100
0 -1 010
1 -2 0 01
1b) Vi testar Az = (A + uv”)(z — e (AT u)v e =
= Az — muvTx +uvTe — 1JrvTﬁuvT(Aflu)vTx = Az — %mﬁx +uvle =

Ax = b. Alltsa loser T systemet.

1c) For stora n dominerar faktoriseringen med O(n®) operationer, évriga operationer #r
16sning av triangulédra system och skaldrprodukter av ldgre ordning. Med metoden i b)-
uppgiften faktoriseras endast A, inte fl, och systemen Az = b och Az = u (for 2 = A1)
16ses med trianguldra faktorer. Hér behovs alltsa bara en faktorisering jamfort med tva
faktoriseringar, av bade A och A, om man inte utnyttjar b)-uppgiften. For stora n blir det
alltsa ungefar halva arbetet.

2a) Kompendium avsnitt 9.10.

2b) De tva forsta kolonnerna &r redan ortogonala och behover bara normeras. Den tredje
ortogonaliseras mot de tva forsta med Gram-Schmidts metod:

2 1 1 -1
1 — % —1 — % 1 = % 1 |. Med normerade kolonner blir alltsa
1 1 0 2

1/vV3 1/vV/2 —1/V6
Q=1 -1/v3 1/v2 1/V6
1/V/3 0 2/V/6

3/V3 0 2/V3
Matrisen R far vi sedan som R = QTA = 0 V2 3/ V2

0 0 1/v6

2c¢) SVD-faktorisering, full och kompakt ger A = ULV = U; %, V[T didr U och V &r
ortogonala och 7 = rang(A). Transponering ger AT = V,3,U]. Eftersom ¥, ir reguljir

1



och V] har ortogonala kolonner sa géller for virderummet att V(A) = V(Uy). Vidare géller
eftersom U ir ortogonal att ATU, = 0 sa for nollrummet giller N(AT) = V(Us,). Fran
det faktum att U; och U, &r ortogonala mot varandra foljer att V(A) &r ortogonalt mot
N(AT).

3a) Lat D sta for derivering. For basfunktionerna far vi D(sint) = cost, D(cost) =

0 -1 0 O
. . . : e 1 00 O
—sint, D(sin2t) = 2cos2t, D(cos2t) = —2sin 2t. Matrisen blir da M = 0 00 -2
0O 02 0
+1i 0
Matrisen har egenvardena +¢ och £2¢ med motsvarande egenvektorer (1) och j:(z
0 1

Egenvektorerna till D &dr da +isint + cost och +isin 2t + cos 2t.

3b) De ingaende basfunktionerna &r ortogonala med avseende pa skaldrprodukten. Den
bista approximationen blir da ‘
f= AL gy U cosh_pngy g —<S<f’ Sin2)__ gin 2t + —<C<f’ cos 21) 7 o8 2t

" (sint, sint) (cost, cost) in 2t, sin2t) 0s 2t, cos 2t
Integralerna berdknas. Den enda téljaren skild fran noll &r (f, sint) = foﬁ sint dt —

2 ffﬂ sint dt = 2+ 4 och motsvarande ndmnare ar fo% sintsint dt = 7. Den bésta approx-

imationen blir f = %Sint.

Vid Fourierserieapproximation ar konstanta termen med (basfunktion 1) som ger ett bidrag
till f med g = 7320 — —.

2 2
-2 3 0
4a) Problemet dr pa matrisform o’ = Az, dir A = 3 —2 0 |. Egenvirden och
3 —1 =2
egenvektorer beriknas. Egenvirdena dr Ay = —2, Ay =1, \3 = —5.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — XiI)v; = 0 och blir: v; = (0,0,1)7, vy = (3,3,2)T och vy = (3, -3, —4)7.

Losningsformeln &r sedan

0 3 3
x = creMtuy + ety + cze™tug = e | 0 | +eget | 3| +eze7 | =3
1 2 —4

Koefficienterna ¢y, c¢s och c3 bestdams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
03 3 1 6

0 3 -3 cy | = 0 |, med I6sning ¢; =1, co =1, c3=1.
12 4| ¢ 1
0 3 3
Losningen blir alltsa x =e 2 | 0 | +et | 3 | +e7 | =3
1 2 —4



-2 3 0
4b) Matrisen blir nu A = 0 —2 0 |. Egenvirde d&r —2 med algebraisk multi-
3 -1 =2
plicitet 3. Egenvirdet har geometrisk multiplicitet 1 och ar alltsa defekt. Det gar inte att
finna en linjért oberoende méngd av tre egenvektorer sa matrisen ar inte diagonaliserbar.
Diagonaliseringsmetoden kan alltsa inte fungera.

5a) Framatanalys ger fl(a®+0?) = (a®(1+061)+b*(1+62))(1+03), dir |6;] < p, 1 =1, 2, 3
och y &r avrundningsenheten. Utveckling av parenteserna ger fl(a?+b?) = a®+ a6, +b* +
V265 +a203+0a%6103+b?03+b%0203. Framatfelet blir alltsa fl(a?+b%)—(a®+b%) = a®6;+b*5r+
a?63+b%03+0(p?) med uppskattning | f1(a*+b?) —(a*+0%)| < p(a®+b*)+p(a®+0*)+O0(u?).
For det relativa framatfelet far vi |£ ’(a2+§§>+‘b§“2+b2)| < 2u+ O(p?).

5b) For bakatanalysen kan vi skriva fran forsta steget i framatanalysen i a)-uppgiften:

FU(a?40?) = (av/T + 01v/T + 03)2+ (01 + 02v/T + 05)2 = a2+b2 diir & = ay/T + 0,1/1 + 03 =
a(l + A +0p))(1+2+0p)) =a(l+ % + % + O(1?)). Det relativa felet i a blir
= — % 4 % 4 O(u?) med en uppskattning [2=%| < £+ £ + O(u?) = p+ O(u?). Pa precis

a

samma sitt fas for relativa felet i b : |b;bb| <+ O(p?).
(5¢) Relativa bakatfelen dr sma enligt b)-uppgiften och dédrmed &r algoritmen stabil.

6a) Vi har det icke-linjéra ekvationssystemet f(z) = 0 med

3 — 222+ 1 3z} 0 —dxs
f(z) = 13+ 3w3 —4 | Jacobianen blir J(z) = 0 2ry 3 . For
T1T9 — Zx%x?) To —4r123 X1 —Qm%
1
forsta iterationen har vi xy = 1 ], 1 = x¢ + sg, dir sg ar losningen till ekvations-
1
3 0 —4 0
systemet J(zo)so = —f(zo) med J(xg) = 0 2 3 | och f(zg) = 0 |. Vifar
-3 1 =2 -1
-8 1 -8 37
Sp = % 9 |. Iterationen ger alltsa z; = 1 1+ % 9 | = % 54
—6 1 —6 39
6b) For feluppskattning kan man 16sa det linjéra ekvationssystemet J(x1)s = — f(z1) med

Gausselimination (backslash i MATLAB) och uppskatta felet med ||s]].

BkSk = —Vf(l‘k)

Tpp1 = Tp + 5p

7a) Problemet &r att minimera f(z). En kvasi-Newtonmetod ser ut sa hér: {
dér By, ar en approximation av Hessianen H (xy).

7b) En sokriktning s, dr en descentriktning om —s} V f(xy) > 0. For en kvasi-Newtonriktning
géller —sTV f(x1) = s} Bgsr, > 0 om By ér positivt definit.



2.2131 +1-— )
815 — 1
dirmed SD-riktningen sy = (—1, 0)7. Linjestkningsproblemet blir att minimera g(a) =
f(zo+asg) = a® —a. Vifar ¢'(a) = 2a — 1 som ér noll da o = 0.5. Tterationen blir alltsa

(338

8a) Eulers bakatmetod har approximationsordning 1 och stabilitetsomrade utanfor en-
helscirkel med centrum i (1,0) i komplexa talplanet.

8b)
(P) Y1 = Ye + R f (e, yn)
(k) ypr1 = Yk + hf(trst, Ykr)-

Forsta fixpunktsiterationen: yxy1 = yx + hf(tks1, yx + hf Lk, yk))
Andra fixpunktsiterationen: yr11 = yi + hf (teg1, Yk + B f (b1, v + 2 (L, yr)))-

7c¢) Vi beriknar Vf = ( . Med zy = (0, 0)T far vi Vfy = (1, 0)T och

8c) Metoden i b)-uppgiften pa testproblemet blir:

Yre1 = Yk + Ak + Ak + hAye)) = yr(1+ A+ (hA)? + (hA)?).

Tillviixtfaktor 1+hA+(hA)?+(hA)? stdmmer med tva termer i exakta losningens tillviixtfak-
tor 1 4+ hA + @ Metoden har approximationsordning 1.

Stabilitetsomradet blir {z € C; |1 + z 4+ 22 + 23| < 1}.



