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LYCKA TILL!
Uppgift 1.
4 -8 8
1 0 3
a) Gor en LU-faktorisering, utan pivotering, av matrisen A= | 2 —8 2 | . (4p)
0 -2 -1
4 =2 11

b) Bestdm rangen for matrisen A i a)-uppgiften genom att studera U. (1p)

c¢) Bestdm dimensionen for nollrummet till A genom att tillimpa dimensionssatsen. (1p)

d) Avgor genom att studera L fran a)-uppgiften om pivotering skulle gett en annan fak-

torisering. (1p)

e) Hur bestdmmer man i allménhet determinanten for en matris utifran en LU-faktorisering?
(1p)



Uppgift 2.

a) Visa hur man kan fa losningen till ett linjart minsta-kvadratproblem med full rang

genom () R-faktorisering. Du behover inte beskriva hur ) R-faktoriseringen gar till utan du

kan anta den given. (4p)

b) Gor forsta steget i en ) R-faktorisering med Householdertransformation av matrisen
3 40

0 0 2

1 31 | (P

0 11
Uppgift 3.

Betrakta den linjéra avbildningen F fran P till Py definierad av F(p(t)) = tp(t) — t*p(t),
déar P, &r det linjdra rummet bestaende av polynom av grad < n.

a) Bestdm matrisen for avbildningen F' i standardbaserna for P, och Py. (3p)

b) Bestdm dimensionerna for virderummet och nollrummet till avbildningen F. (2p)

c) Ange ett allvarligt problem med standardbasen for P, (0, 1) for stora varden pa n. (1p)
d) Vilken teknik kan man anvénda for att skapa en ON-bas for P,? (1p)

Uppgift 4.

a) Visa att egenvektorer till en matris A som hor till olika egenvirden &r linjért oberoende.

(4p)

b) Ta fram en faktorisering A = TDTT, dir D &r diagonal, med hjilp av egenviirden och
210

egenvektorer, till matrisen A= | 1 2 0 |. (3p)
0 0 2

c) Vad menas med att ett egenvirde ar defekt? (1p)

Uppgift 5.

a) Visa att Newtons metod konvergerar kvadratiskt mot en enkelrot till en ekvation. (4p)
b) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo pa det icke-linjira ekvations-
systemet:
42 — 2wy — 2 =10
1+ 3z — 23 =0 (3p).
34213 —1=0



Uppgift 6.
a) Vad innebér Runges fenomen i samband med interpolation? (1p)
b) Bestdm interpolationspolynomet till punkterna i tabellen

T 0
flx) |1

1 2 3
2 47

Bestédm en approximation till f(1.5) genom interpolationen. (3p).
c) Bestdm den approximation till f03 f(x) dr som trapetsformeln ger utifran tabellen i
b)-uppgiften (2p)
Uppgift 7.
a) Formulera matematiskt linjesokningsproblemet vid optimering i flera variabler utan
bivillkor. (2p)
b) Betrakta problemet att minimera f(z1, To) = 22% + 21129+ 225+ 375 utan bivillkor. Gor
tva iterationer med Steepest Descent-metoden, med start i origo och exakt linjesdkning.
(4p)
¢) Hur manga iterationer hade du behovt for problemet i b)-uppgiften for att komma fram
till 16sningen om du anvint metoden Konjugerad Gradient i stéllet for Steepest Descent?
(1p)
Uppgift 8.
a) Bestam approximationsordning och stabilitetsomrade for ODE-l6saren trapetsmetoden.
(4p)
(b) Anta att du anvinder prediktor-korrektorparet
(p) Eulers framatmetod
(k) Trapetsmetoden
Vad blir approximationsordning och stabilitetsomrade fér metoden? (1p)
c) Hur ser metoden i b)-uppgiften ut om du gor en fixpunktsiteration i korrektorn? (2p)
d) Gor ett steg med steglingd h = 0.5 med metoden i c¢)-uppgiften pa problemet
/ _ 2 2

{ y'(1) : 2y(t)” +1 (3p)

y(0) = 0.5
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4 -8 8
0 2 1
la) Tva stegs Gausselimination ger: A; = | 0 —4 -2 |, Ay =
0 -2 -1
0 6 3

L bestams samtidigt pa vanligt sitt (kompendium avsnitt 9.3): L

1b) Tva pivotelement i U ger rangA = 2.

4 -8 8
0 21
U=|0 00
0 00
0 00
1 0000
1/4 100 0
=] 1/2 =2 100
0 -1 010
1 3001

1c) Dimensionssatsen séger att summan av rangA och dimensionen for nollrummet ska
vara lika med antalet kolonner. Alltsa blir dimensionen fér nollrummet 1.
1d) Pivotering skulle gett ett annat resultat eftersom diagonalelementet i andra kolonnen

av L inte &r det storsta i kolonnen.
le) Produkten av diagonalelementen i U.

2a) Kompendium avsnitt 9.6.
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3a) F(1)=t—t*, F(t) =t -3, F(t*) =3 —t', M = 1
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3b) Endast nollpolynomet avbildas pa nollpolynomet sa dim N(F) = 0, vilket ocksa &r
dim N(M). Vidare géller dimP, = 3 sa dim V (F') = 3, vilket ocksa ar dim V(M).

3c) De blir néstan linjért beroende, vinkeln mellan basfunktionern e,

i standardskaldrprodukten gar not noll da n gar mot oo.
3d) Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess.

=t""toche, =1t"



4a) Kompendium, Sats 4.6.

4b) Egenvirdena till den blockindelade matrisen A &r egenvirdena till , som &r

21
1 2
A1 = 1 och \y = 3, plus egenvirdet \3 = 2. Egenvektorerna beriknas pa vanligt sétt
genom att 16sa de homogena systemen (A — \;I)xr =0, i = 1, 2, 3. Egenvérdena samlas

1 00
i diagonalen av D = 0 3 0 | och egenvektorerna samlas som kolonner i matrisen
0 0 2
-1 10 -1 1 0
1 1 0 | som normeras till ortogonal matris 7' = \/LE 11 0
001 00 V2

4c) Ett egenviirde ér defekt om den geometriska multipliciteten &r mindre &n den alge-
braiska multipliciteten.

5a) Kompendium avsnitt 6.3.

—2
5b) Med formuleringen f(x) = 0 blir f(0) = 0 |. Jacobianen beriknas till
—1
8r1 —2 0 0 -2 0
J = 1 3 =323 | medJ(O)=| 1 3 0 |. Newtons metod (formellt):
0 2z 2 0 0 2
-3 3
x=0-—J(0)\f(0), ekvationslosning J(0)d = f(0) ger d = 1 Jochae=| -1
—0.5 0.5

6a) For hogt gradtal pa interpolationen kan felen mellan interpolationspunkterna bli my-
cket stora.
6b) Newtons form av kubisk interpolation ansétts: p; = a+br+cx(z—1)+dz(x—1)(x—2).

1 000 a 1
Villkoren enligt tabellen ger det trianguléra systemet: 1 ; g 8 Ic) = i

1 3 6 6 d 7
med 16sning a =1, b=1, ¢=0.5, d=0och da blir p3(1.5) =1+ 1.5+ 0.5(1.5)(0.5) =

2.875.
6c) T'(1) = 1(0.5+2+4+3.5) = 10.



7a) Kompendiet avsnitt 11.7.
7b) Vi beriknar Vf = ( Ao 2

_ T go . - T
21 + 4y + 3 ) Med zo = (0, 0)" far vi Vfy = (0, 3)

och dérmed SD-riktningen sq = (0, — 3)7. Vidare blir Hessianen H = < ;L i ) Enligt
formeln for optimal steglingd « vid kvadratisk funktion far vi ag = —Z)Tf% = —g—g = }L och

forsta iterationen blir x; = ( 8 ) —|—i < _03 ) = ( _?()) /4 ) For nésta iteration berdknar

vi Vfy = (=3/2, 0)T och s, = (3/2, 0)T. Ny linjesokning med oy = — =t — — =94 _ 1

gem?:(—??/4)%(362):(_354). e

7c) Tva iterationer ty hogst tva konjugerat ortogonala vektorer i R?

8a) Kompendiet avsnitt 10.4.
8b) Approximationsordning och stabilitetsomrade blir det som géller for korrektorn dvs

trapetsmetoden, se a)-uppgiften.
8c)

(p) Uhts = v + nf (ks Yi)

(%) Yr1 =y + 5[f (ks yr) + f (Chrrs yr + B (B )]

8d) v = 2y% +t* dvs f(t,y) = 2y + 12

Enligt ¢)-uppgiften far vi med yo = y(0) = 0.5 och h = 0.5:
y1 = Yo + %[ f(to, yo) + f(t1, y0 + hf (to, %o))]

= 0.5+ 0.25[2(0.5)% + 0 + 2(0.5 + 0.5(2(0.5)? + 0))* + 0.5?]
e YOO I




