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Uppgift 1.
a) Studera ckvationssystemet

CLJI1+LL’2—|—JI320
ZL’1+2ZE2:b
T+ 29 t+axs=0>

déar a och b &r parametrar.

For vilka a och b har systemet en entydig 16sning?

For vilka a och b saknar systemet 16sning?

Vilj a och b sa att systemet har en parameterlosning och skriv upp den 16sningen. (5p)
b) Lat foljande matriser L och U vara faktorer i en LU-faktorisering av en matris B:

1 00 2 4 2
L={2120 U=10 2 6
1 31 00 3

Avgor, utan att bilda B, om pivotering har skett, om B ar symmetrisk och om B &r positivt

definit. (3p)



Uppgift 2.

1 -1 2

. -1 -2 1

Betrakta matrisen A = 1 _1 9
1 0 5

a) Gor en kompakt @) R-faktorisering av A med hjalp av Gram-Schmidts ortogonaliser-
ingsmetod. (3p)

b) En Householdermatris av ordning n x n har formen H = I — 2uu” med u € R" och
|ulla = 1. Utfor forsta steget i en full QR-faktorisering av matisen A med hjélp av en
Householdertransformation. (3p)

c) Visa att determinanten till en Householdermatris enligt b)-uppgiften &r lika med -1.
(2p)

Uppgift 3.

Betrakta det linjira rummet V = Span{t, sin®t, cos?t}, déir de angivna funktionerna
utgor standardbasen.

a) Visa att dven {1, ¢, cos?t} #r bas i V. Bestdm koordinaterna i denna bas fér den
vektor som i standardbasen har koordinaterna (2, 1, 2). (3p)

b) Betrakta foljande linjara avbildning i V, dér ¢;, j =1, 2, 3 &r reella konstanter:

F(cit + cgsin®t 4 c3cos®t) = ¢; — ¢y — c3sin’ L.

Ta fram matrisen for avbildningen i standardbasen. Bestam alla egenvérden till avbildnin-
gen samt en egenvektor till avbildningen. (3p)

Uppgift 4.
1 -1 1 1
. -2 0 2 1
Betrakta matrisen A = 0 0 4 2
0 0 2 4

a) Visa att alla singuléra virden till A &r positiva. (2p)

b) Bestéim ett endimensionellt underrum till R* saidant att A dr negativt definit pa under-
rummet. (3p)

c) Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 27 Az. Bestdm minsta virde pa Q(x) under
villkor att x7x = 2. Bestdm en vektor u med u?u = 2 s& att Q(u) blir minimal. (2p)

Uppgift 5.
a) Visa analytiskt att linjédr interpolation mellan punkterna (zq,y;) och (z2,y2) ér stabil i
meningen att sma forandringar i y-vérdena ger sma forandringar i interpolationspolynomet.

(3p)
b) Simpsons regel for approximation av fol f(z) dx lyder

| rte) do = G170)+4705) + (1)

Visa att kvadratisk interpolation och integration av interpolationspolynomet ger Simpsons
regel. (4p)



Uppgift 6.

a) Gor tva iterationer med Newtons modifierade metod med start i origo pa det icke-linjéira
ekvations-systemet:

322 4+ 211219 — 31y = 2

{ 223 + 21y =1 (4p).

Om du inte vet hur Newtons modifierade metod ser ut sa kan du anvéinda den vanliga men
da blir det besvirligare och kan hogst ge 3p.

b) Beskriv vad som menas med en Kvasi-Newtonmetod. (1p)
2431 —3x?
2xo
c) Systemet i a) kan skrivas x = g(z) med g(z) = . Undersok teoretiskt
1—272
2
om fizpunktsiteration baserad pa denna omskrivning konvergerar vid start ndra losningen

z* = (0.5, 0.25)). (3p)

Uppgift 7.

a) Betrakta problemet att minimera f(xq,23) = 223 — 3x179 + 23 — 225 utan bivillkor. Gor
en iteration med Steepest Descent-metoden, med start i origo och ezakt linjesokning. (4p)
Ledning. Infor en funktion g(a) = f(z + aso).

b) For problemet i a)-uppgiften, gor approximativ linjesokning med polynomapproxima-
tion. Anvénd interpolation med andragradspolynom i punkterna a@ = 0, a = 0.5 och
a = 1. Anvénd ledningen i a)-uppgiften. (3p)

Uppgift 8.

Betrakta differentialekvationssystemet
2y (t) = =40z (t) 4+ 20x2(t) + 10x3(t), x1(0)
xh(t) = 20xy (t) — 40x(t) — 20x3(t),  22(0)
x4 (t) = —40x3(t), x3(0)

a) Undersok om systemet dr stabilt. (2p)

b) Bestdm en steglingdsgrins for Eulers framatmetod sa att den blir stabil pa problemet.

(2p)

c) Trapetsmetoden sdgs vara A-stabil. Vad innebér det? (1p)

d) Gor ett steg med Trapetsmetoden pa systemet fran begynnelsepunkten med steget
h =0.2. (4p)

1
1
0
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la) Satt upp problemet pa matrisform, byt rad 1 och 2, gor Gausselimination pa utokat

1 2 0 b 1 2 0 b 1 2 0 b
system: [a 1 1 0 f—{0 1-2¢ 1 —ab | — |0 1 —a 0
1 1 a b 0O -1 a O 0 1—2a 1 —ab
1 2 0 b
— [0 1 —a 0

0 0 1+a(l—2a) —ab
Fran detta triangulira system drar vi slutsatserna:
l1+a—2a®>#0dvsa+#—3, a+#1 ger entydig 16sning.
a= —%, b#0ellera =1, b# 0 ger att l6sning saknas.
a =1, b =0 ger parameterlsningen x = t(—2 1 1)¥, ¢t € R.
1b) Pivotering har inte skett eftersom det finns element i L som &r storre &n 1 till belopp.
Eftersom U = DL” med D = diag(2,2,3) sa & B = LDL”T och dirmed symmetrisk.
Vidare ér 27 Bx = (LTx)" D(L"z) med alla element i D positiva. Alltsa &r B positivt

definit.

2a) De tva forsta kolonnerna dr ortogonala. Ortogonalisera den tredje mot dessa tva:

2 1 -1 -1

Ll 81 —1 +§ -2 | 1

2 4 1 61 -1 | | —1

5 1 0 3
12 “1\6 —1/VIZ
Normalisera kolonnerna sa blir () = _1?; :Zﬁ _1;\/\/%
1/2 0 3/V12

2 0 4

Matrisen R far vi sedan fran produkten R=QTA= | 0 v6 —v6
0 0 Vi2

2b) Forsta kolonn i A ska transformeras till forsta kolonn i R med bevarad lingd. Vi far da
4=(2,0,0,07-(1, -1,1, ) =(1, 1, =1, =T, u=a/llaf. =3(1, 1, =1, =17,

1 -1 1 1 2 0 4

R O I B R B o -13
H=1-2uu" = 1 1 1 1 , HA= 0 —2 0
1 1 -1 1 0 -1 3



2¢) H skiljer sig fran I endast med en rang-ett matris 2uu’ och har dirfér n—1 egenvirden
lika med 1. Det aterstaende egenvirdet ar -1 ty Hu = v — 2u = —u. Determinanten &r
produkten av egenvérdena och ar alltsa -1.

3) I bade a) och b)-uppgifterna anviinder vi trigonometriska ettan: sin®t + cos?¢ = 1.

3a) Lat B vara den givna standardbasen och C vara den nya basen. Da far vi over-
010

foringsmatrisen = Pg_¢ = 1 00 och ekvationslosning Pg. ¢(u)e = (u)p, dar
1 01

(u)g = (2, 1, 2)T, ger l6sningen (u)e = (1, 2, 1)7.

3b) Vifar F(t) = 1 = sin®t+cos?t, F(sin®t) = —1 = —sin®t—cos?t, F(cos’t) = —sin*t

0 0 O
och matrisen for avbildningen blir M = 1 —1 —1 |. Matrisen har egenvérdena
1 -1 0

,—% + \/75 Egenvektorn tillhérande egenviirdet 0 #r (fér matrisen) (1, 1, 0)7 och for
avbildningen alltsa ¢ 4 sin®¢.

4a) det(A) = det(( B >)det(( ) )) — (=2)(12) = —24 si A i icke-singuliir

och alla singulédra viarden ar da positiva.

4b) Egenvirdena till A dr egenvérdena till ( _; _(1) ) , som ar 2 och -1 plus egenvérdena
. 4 2 . . : e .
till 9 4 )» Som dr 2 och 6. A &r negativt definit pa underrummet som spénns av

egenvektorn som hor till det negativa egenvirdet. Egenvektorn till egenvérdet -1 berédknas
pa vanligt sitt till v = (1, 2, 0, 0)7 och det sokta rummet #r Span{v}.

4c) For den kvadratiska formen giller Q(z)/z7z > —1 (minsta egenvirdet) och att detta
minsta virde antas for + = v (fran b)-uppgiften), normerad korrekt. Vi far att u =

V2/5v = +/2/5(1, 2, 0, 0)T och att Q(u) = —2 &r det sdkta minsta viirdet pa Q(x).

5a) For interpolationspolynomet giller pi(z) = y; + P (y2 — y1) och for det storda
interpolationspolynomet p;(z) = y; + ==2-(4» — v1). Felet op i interpolationen kan alltsa

skrivas dp(z) = pi(z) — pi(z) = g1 —y1 + == (Y2 — Y2 — 1 + y1). Om felen i y-véirdena
dr begrinsade av ¢ sa far vi |dp(z)| < |1 — =4 4+ 0= Om 2 < @ < x5 dvs
interpolation sa far vi [op(x)| < 0(1 — 7=2-) + 6 =L = 4.

5b) Lat fi1 = f(0), fo = f(0.5), f3 = f(1) och anvénd Newtons form av kvadratisk
interpolation: ps = a + bx + cx(x — 0.5). Villkoren ger:

r=0=a=f1, t=05=a+05b=fo=0b=2(f, — f1)

r=1= fi+2(fi— f2) +05c=f3=c=2(fs -2+ f).

Interpolationspolynomet blir po(z) = fi + 2(fe — fi)x + 2(fs — 2f2 + f1)z(x — 0.5) och
integrering ger fol po(r) dv = fi+ (fo— f1) + %(f3 —2fat+ f1) = %(fl +4fo+ f3). Hér har

vi anvint att [ z(z — 0.5) de = .




2 — —
6a) Vi skriver ekvationssystemet som f(z) = 0, déir f(z) = ( S 21y = Sy =2 )

223 + 2my — 1

Jacobianen beréknas till J(z) = 6z1 + 222 =3 21

41’1 2
. . -2 -3 0
I startpunkten origo blir fo = 1 och Jy = 0 92 )
. . —2/3 N . . .
Ekvationssystemet Jysg = — fo har 16sningen sq = 1/2 och forsta iterationen blir
—2/3 N . : . . . o
T = Xg+ Sg = 12 ) For andra iterationen behaller vi Jacobianen och far f; =
2/3 . 2/9 . . .
. Systemet Jys; = — f; har 16sningen s; = och andra iterationen blir
8/9 —4/9
_ _ 1 —8
Ty =1+ 51 = 13 1
6b) I en Kvasi-Newton-metod itererar man enligt Bysy = —f(2x), Zpy1 = @k + Sk, dar
By, ér en lamplig approximation av Jacobianen J(xy).
3—6z; _ 2+3z1-3z]
6¢) Vi berdknar Jacobianen till g(z): G(z) = 252 Sff% och vi far
27,

G(z*) = ( 112 (2) ) Normen for denna matris ar storre &n 1 sa vi kan inte rékna med

konvergens. Kravet dr att normen for G ska vara strikt mindre &n 1 néra l6sningen (och
att man startar i en omgivning dér detta géller).

4.1’1 - 3%2
—3z1 + 323 — 2
och dirmed SD-riktningen sy = (0, 2). Vi féljer ledningen och infér g(a) = f(zo+aso)
(0, 2a)T) = 8a® — 4a. Vi minimerar genom att séitta ¢'(a) = 0 diir ¢'(a) = 24a® —
som ger g = \/m med ¢"(ap) = 48 > 0. Vi far alltsa forsta SD-iterationen:
w0+ aoso = (0, 0)" + /1/6(0, 2)" = 1/1/6(0, 2)".
7b) Med g(a) fran a)-uppgiften far vi g(0) = 0, g(1/2) = —1, g(1) = 4. Ansitt ett
andragradspolynom genom punkterna genom ps = 0 + cja + coar(a — 1) sa att po(0) = 0
genom ansatsen. Interpolationsvillkor ger: po(1) = ¢ = 4 och pa(1/2) = 2 — /4 =
—1 = ¢ = 12 sa att po» = 4a + 12a(a — 1). Vi minimerar p, genom att sétta p, = 0
dar pl, = 24a — 8 som ger ap = 1/3. Vi far alltsa forsta SD-iterationen: z7 = x¢ + apsg =
(0, 0)T +1/3(0, 2)T =1/3(0, 2)T.

7a) Vi beriknar Vf = ( ) . Med x9 = (0, 0)T far vi Vfy = (0, —2)T

=



8a) Systemet kan skrivas pa systemform 2'(t) = Az(t), z(0)= (1 1 0)7 med

—40 20 10
A= 20 —40 —20 |. Egenvéardena till A &r Ay = —20, Ay = —60, A3 = —40. De
0 0 —40

ar alla negativa sa systemet ar stabilt.

8b)For stabiltet hos Eulers framatmetod kriavs att —2 < h- A < 0 for alla egenvirdena .
Egenvirdet Ay = —60 stéller hogst krav och ger griansen h < 1/30.

8c) Metoden &r stabil for alla stabila problem oavsett val av stegliangd.

8d) Trapetsmetoden kan skrivas: (I — 2A)z; 4 = (I + 2A)z;, i =0, 1, .... Med givet A
och h = 0.2 blir forsta steget:

5 =2 -1 -3 2 1 -3 2 1 1 -1
-2 5 2 |xr= 2 =3 =2 |xg= 2 -3 -2 1 1=1 -1
0 0 5 0 0 =3 0 0 =3 0 0

1

Ekvationssytemet 16ses och ger xy = —% 1

0



