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LYCKA TILL!
Uppgift 1.
10 1
Lat A= 0 2 —1
10 1

a) Bestdm en bas for nollrummet N(A). (2p)

b) Bestdm en bas for varderummet V(A). (2p)

c) Gor en LU-faktorisering utan pivotering av A. (2p)

d) Lat foljande matriser L och U vara faktorer i en LU-faktorisering av en matris B:

1 00 2 4 6
L={2120 U=10 -1 -1
3 11 0o 0 3

Avgor, utan att bilda B, om pivotering har skett, om B ar symmetrisk och om B &r positivt

definit. (3p)



Uppgift 2.
En Householdermatris av ordning n x n har formen H = I — 2uu’ med u € R"™ och
[ullz = 1.

0 1
a) Bestdm Householdermatrisen som speglar y = 0 | till z = 0 | i R3, speciellt
1 0

ange vektorn u. Vad uttrycker vektorn u geometriskt? (2p)

b) Bestdm alla egenviirden och motsvarande egenvektorer till en Householdermatris av
ordning n x n. (3p)

c) Betrakta en rotation i R?, en vinkel § runt origo. Ta fram matrisen fér avbildningen.
Visa att avbildningen &r ortogonal. (2p)

Uppgift 3.

10
a) Gor en full SVD och en kompakt SVD av matrisen A= | 0 2 |. (2p)
0 0

b) Bestam effektiva konditionstalet till matrisen A i a)-uppgiften. (1p)

c) Beskriv vad som menas med en trunkerad SVD samt ge ett relevant exempel pa an-
véandningsomrade for trunkerad SVD. (2p)

d) Ange en formel f6r z, en 16sning med SVD till minsta-kvadratproblemet min, ||Az —b||2,
dir A € R™ ™, med m > n. Visa att 2 16ser problemet. Visa att om A inte har full rang
sa #r 16sningen till minsta-kvadrat problemet inte entydig. (3p)

Uppgift 4.

Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 423 + 423 + 323 + 323 + 4129 — 22374,

a) Bestim storsta och minsta virde pa Q(z) under villkor att 272 = 2. (3p).

b) Bestim en vektor u med u’u = 2 sa att Q(u) ir maximal. (1p)

c) Bestdm tva linjirt oberoende vektorer x och y med x’z = yly = 2 for vilka Q(z) och

Q(y) blir minimal. (2p)

Uppgift 5.
a) Visa att Newtons metod for ekvationslosning i en variabel konvergerar linjért med
asymptotisk felkonstant C=2/3 vid trippelrot (multiplicitet = 3). Du far anta att funktio-
nen ar tillrackligt reguljir sa att ditt bevis fungerar. (3p)

3 _
b) Betrakta ekvationssystemet { 22— ié I_ iii ; ? .
Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (3p)
c¢) Vad innebér Newtons modifierade metod? Ange fordelar och en vésentlig nackdel med
metoden. (2p)



Uppgift 6. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvarden av en funktion f(¢) i tre punkter.

t1-2 0 3

a) Bestdm en approximation till ffz f(t) dt med trapetsformeln. (2p)

b) Bestdm interpolationspolynomet genom de tre punkterna. (2p)

c) Bestdm en kvadratisk spline s(t) som interpolerar f i de tre punkterna och som uppfyller
s'(3) = 0. (3p)

Uppgift 7.

Heuns metod for begynnelsevérdesproblem for ordinéra differentialekvationer definieras av:
Y1 = Y + 2{f (te, ) + f(trsr, Yo+ f (b, w))}

Betrakta prediktor/korrektorparet Heuns metod som prediktor och trapetsmetoden som
korrektor for att 16sa begynnelsevérdesproblem for system av ordinéra differential-ekvationer.
a) Anta att man gor en fixpunktsiteration i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (3p)

b) Bestdm approximationsordning fér metoden i a-uppgiften. (3p)

c) Bestam stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften. Vad blir stabilitetsomradet om
man itererar till full konvergens i fixpunktsiterationen? (2p)

Uppgift 8.

a) Definiera vad som menas med en tillaten riktning och vad som menas med en descent-
riktning vid optimering med bivillkor. (2p).

b) En Kvasi-Newton metod (vid optimering utan bivillkor) definieras av att sokriktningen
sy bestdms fran ett ekvationssystem: Bys, = —V f(zy). Visa att s blir en descentriktning
om By, ér positivt definit. (2p)

c) Gor ett steg med steepest descentmetoden pa problemet min %xTH r+ bz, v € R3,

100 1

med H=| 0 2 0 | ochb=| 0 |. Startai origo och gor optimalt val av steglangd.
0 0 3 1

(3p)
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1 0 1 1 0 1
la) Gausselimination: | 0 2 -1 | - | 0 2 -1
10 1 00 O

Homogena systemet med denna uppat trianguldra matris har parameter-losningen
e=t(-2 1 2)",

s en bas for nollrummet &r {( —2 1 2 )T}

1b) Vi ser att de tva forsta kolonnerna i Gauss-elimineringen dr pivot-kolonner, da spianns
kolonnrummet av de tva forsta kolonnerna i ursprungsmatrisen,

dvs {(1 0 1 )T, (020 )T} ar bas for kolonnrummet.

1c) LU-faktoriseringen gors parallellt med Gausseliminationen i a)-uppgiften. Samma

1 00 10 1
radoperationer ska reducera L till [. Vifar L= 0 1 0 |, U= 0 2 -1
1 01 00 O

1d) Pivotering har inte skett eftersom det finns element i L som &r storre dn 1 till belopp.
Eftersom U = DLT med D = diag(2,—1,3) sa & B = LDL" och dirmed symmetrisk.
Vidare ér 27 Bx = (LT2)TD(LTz) med ett element i D negativt. Alltsa fir B inte positivt
definit. (Exempelvis ger x = (=2 1 0)T att 27 Bz = —1).

2a) Bestam forst u = (y — 2)/|ly — 2|l = (=1 0 1)7/+/2. Matrisen blir sedan

00 1
H=1T-2uww""=101 0

1 00
2b) Rimligen testar man den enda vektor som &r given nidmligen u. Detta ger Hu =
u — 2u = —u. Alltsa ar u egenvektor med egenvirde -1. H skiljer sig fran I med en rang-

ett matris 2uu” sa den har egenviirdet 1 med (algebraisk) multiplicitet n — 1. Detta inses

dven genom att for v ortogonal mot u géller Hv = v, alltsa egenvérde 1 och alla vektorer

ortogonala mot u ar egenvektorer motsvarande egenvérdet 1.

2¢) Vi kontrollerar vad avbildningen, sig T', gér pa standardbaselementen i R2. Vi far

T(e1) = (cos sinf)?, T(ey) = (—sinf cosh)T. Avbildnings matris har dessa svarsvek-

torer som kolonner dvs. M = ( C(.)SQ —sinf ) Man beriiknar enkelt MTM = I
sinf  cos@

(trigonometriska ettan), alltsa &r M ortogonal.

2

010 0 0 1
3a) Vi far direkt att A= 1 0 0 01 ( ) = UXVT, som alltsa ger den
001 00

10



O LN 9 0N/0 1
fulla SVD-faktoriseringen. Den kompakta blir da A = L0 ( ) ( ) B
00 0 1 10

Uy, vr,

3b) Det effektiva konditionstalet &r kvoten mellan de storsta och minsta positiva singuléra
véirdena, dvs. effektiva konditionstalet ar 2.

3c) Kompakt SVD kan skrivas A = U VE = Z: 1 alul , dér u; och v; ar kolonnerna
i Uy resp Vi. Trunkerad SVD ger en approximation av matrlsen genom att fiarre termer
tas med i summan dvs (med k < 7) A, = S5 ouo!, vi antar o; i avtagande storlek.
Tillampning: Bildkomprimering, modellreduktion, skilja brus fran signaler etc.

3d) Lat A = U,X%,V{ vara kompakt SVD av A. Da ar & = VX 'UTb en 16sning ty
Ai = U, VIS UTy = ULUTD, dir V(Uy) = V(A) (viirderummen lika), dvs b = A#
dr ortogonala projektionen av b pa V(A). En allmén 16sning ar da & + z;, dér z, € N(A)
enligt teorin for linjéra ekvationssystem. Eftersom A inte har full rang sa &r dim N(A) > 0
sa losningen ar inte entydig.

42 0 O

. . T 24 0 0

4a) Den kvadratiska formen kan skrivas Q(z) = " Ax med A = 00 3 1
00 -1 3

Egenvérdena till A &r egenvérdena till diagonalblocken dvs (i storleksordning) A\ = 6, Ay =
4, A\34 = 2 (multipelt). Enligt Sats 4.14 i kompendiet blir storsta virdet pa Q(z) lika med
AmazZ 't som alltsa dr 6 - 2 = 12.

4b) Vi bestdammer egenvektorn u som hor till storsta egenviardet A; = 6. Detta gors pa

vanligt sétt och ger u = ( 1 100 )T, som #r lésningen eftersom u?u = 2.
4c) Losningen dr egenvektorer som hor till minsta egenvérdet dvs A3 4 = 2. Tva aktuella

egenvektorer bestams pa vanligt sétt: x = ( -1 1 0 0 )T, Yy = ( 0011 )T.

5a) Taylorutveckla f och f’ kring 16sningen x*:

Flon) = F(@) + /(2% (@ — 2%) + L) — 2 + L)y — 2 + O((g — 7))
f'aw) = f'(@*) + f"(@")(zp — %) + 3 f" (2 — 2%)* + O((z —a*)? )

Teckna Newtons metod och utnyttja att f(z*) = f'(z*) = f"(z*) =

g d) @) (@) O (e et
Tr41 = T Flzr) Ty %f”’(m*)(wk—z*)2+0((mk—m*)3)
Th+4+1— z*

2z — a*) eller - 2 da xy, — o~ vilket ger

0 for trippelrot:

ﬁxk—%(xk—x)déxkﬁx*.

S& Tpy1 —aF — xp —1F — (a1 — 2F) =

3
C =2

3

3
. . . .. ] — 3T — 2 i
5b) Vi skriver ekvationssystemet som f(x) = 0, dar f(x) = ( 22— 23+ dz) — 1 ) Ja

. . . - 33 -3 _ 0 .
cobianen berdknas till J(z) = ( 2wy 44 —322 ) [ startpunkten z, = ( 0 ) blir
fo = ( :? ) och Jy = <2 _03 ) Ekvationssystemet Jysg = —fp har losningen

B 1/4 N . . . - B 1/4
S = ( _9/3 ) och forsta iterationen blir x; = x¢ + so = ( _9/3 )



5c¢) Modifikationen innebér att Jacobianen viljs konstant, t.ex. som Jacobinen i start-
punkten, genom iterationerna. Foérdelar dr att derivatorna inte behéver berdknas om och
att Jacobianen bara behover faktoriseras en gang. Nackdel ar att konvergensen inte lingre
blir kvadratisk for reguljar rot.

6a) Integralen approximeras med 2(f(—2) + f(0)) + 2(f(0) + f(3)) = —2
6b) Ansitt polynomet som p(t) = x1 4+ x2(t + 2) + z3(t + 2)t.

Bestam koefficienterna successivt genom att sétta in interpolationsvillkoren:
p(—2)=1=x,=1
p(0)=0=1421y=0= 29 = —
p(3)=—-2=1—-2+ 1523 = -2 = 135 = —55
Interpolationspolynomet blir p(t) = 1 — $(t 4+ 2) — 5= (t + 2)t
6¢) Splinen har tva delar: si(t), —2 <t <0, s(t), 0<t<3.
Ansiitt s, = —2+a(t—3)+b(t—3)? (sa att villkoret so(3) = —2 giiller) med s, = a+2b(t—3).
Villkoret s5(3) = 0 ger a = 0 och villkoret s5(0) = 0 ger sa b = 2.

Vi har alltsa bestimt sy(t) = —2 4 2(t — 3)® med s5(0) = —3.

Ansiitt vidare s; = ct+dt? (sa att vilkoret s;(0) = 0 giiller) med s} = c+2dt. Splinevillkoret
s1(0) = —3 ger ¢ = —3 och villkor s;(=2) =1 gersa d = -3

12
Vi har alltsa bestimt s, = —5t — 512

N

<3

7a) Trapetsmetoden &r yri1 = ye + 2/ (b ) + f (brr1s Yer)]
Med en fixpunktsiteration fran Heuns metod blir metoden:
Yir1 = Uk + 21 (te, yi) + [ (e, e + 20 (o yie) + f(esr, Y + A (b wi)) 1))
7b) Metoden pa testproblemet 3y’ = Ay blir

242 31323
Y1 = Yo + 2k + ANye + 2000k + My + hAye) })] = ye(1 + hA + 225+ 2520,
Formeln stdmmer till tre termer med exakta 16sningens tillvéixtfaktor

"t =1+ h\+ h22’\2 + h36)‘3 ... och metoden ar da av ordning 2.

7c) Stabilitetsomradet dr de z = h\ som ger begrénsade 16sningar.

Fran b)-uppgiften ger detta: {z € C;|1+ 2+ 2 + 2| < 1}.

Om man itererar till konvergens i prediktorn sa blir metoden trapetsmetoden som har hela
véanstra halvplanet av komplexa talplanet som stabilitetsomrade (den &r A-stabil).

8a) Lat optimeringsproblemet vara

min f(z) daz e X,

déar X &r det tillatna omradet.

s ar en tillaten riktning i x om x + as € X for 0 < a < 9; for nagot d;.

s ar en descentriktning i x om f(z + as) < f(z) for 0 < a < do f6r nagot ds.

8b) Om z ligger i det inre av X si ér s en tillaten descentriktning om V f(z)Ts < 0. Detta
géller om By, dr positivt definit eftersom da dr —s!I V f(zy) = s! Bysy som &r positivt.

8c) Lat f(z) = 32" Hz + b'x, da &r gradienten Vf(xz) = Hx + b. I startpunkten zo =

(0 0 0)T &r gradienten go = (1 0 1)7 och steepest descentriktningen so = —(1 0 1)7.
T
Formeln for val av steglingd vi kvadratisk funktion ger ag = — 7> = —=% = 1. Detta
SO S

gerz;=(000)7"—-3(101)"=-3(1 0 1)



