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LYCKA TILL!

Uppgift 1.
Studera ekvationssystemet
ary — To + T3 = 0
To — X3 = b
r1+bxrs=a
dar a och b &r (reella) parametrar.
a) For vilka a och b har systemet en entydig 16sning?
For vilka a och b saknar systemet 16sning?
Vilj a och b sa att systemet har en parameterlosning och skriv upp den 16sningen. (4p)
b) Lat a # 0 och gor en LU-faktorisering (utan pivotering) av matrisen till systemet. (3p)

Uppgift 2.

a) Definiera vad som menas med rang(A), rangen till en matris. (1p)

b) Visa att om A &r en n x n -matris med rang(A) = n sa har det homogena ekvationssys-
temet Ax = 0 endast den triviala 16sningen x = 0. (3p)

c) Visa att om A dr en m x n -matris och B &r en n X p -matris sa ar rang(AB) < rang(A)
och rang(AB) < rang(B). (4p)



Uppgift 3.

Betrakta foljande avbildningar:

(1) T : R® — R3 definerad av T'(z1, T, 13) = (T3 — T1, 71 + T2 — 2,03 + T3 — T3)

(2) T : R* — R? definierad av T'(z1,12) = (z1 + 22, To — 71,271 — T3)

(3) T : R® — R? definierad av T'(xy, T2, 23) = (1 + 279, 13 — 71)

a) Avgor for var och en av avbildningarna om de &r linjira eller inte. Motivera svaret.
(3p)

b) For de avbildningar i a) som é&r linjdra, ta fram matriserna for avbildningarna samt
avgor om de dr pa (onto pa engelska) och/eller ett-ett (one to one pa engelska). (4p)

Uppgift 4.

1 -1 1
Betrakta matrisen A = | —2 0 2
0 0 3

a) Visa att alla singuléra virden till A &r positiva. (2p)

b) Bestim ett tvadimensionellt underrum till R? sadant att A #r positivt definit pa un-
derrummet. (3p)

c) Los differentialekvationssystemet z/(t) = Az(t), t > 0, z(0) = [0 —3 2|7 med
diagonaliseringsmetoden. (3p)

Uppgift 5.

a) Definiera vad som menas med ett flyttalssystem. (2p)

b) Ge exempel pa ett flyttalssystem med basen 10 och bestdm UFL ("under flow limit”)
och OFL ("over flow limit”) for systemet. (2p)

c¢) Vad menas med gradual underflow? Ge ett par exempel pa tal som representerar gradual
underflow i ditt system i b)-uppgiften. (2p)



Uppgift 6.
a) Betrakta Newtons metod for att 16sa en skalar ekvation f(x) = 0. Skriv upp metoden
som en fixpunktsiteration och motivera pa sa sétt den snabba konvergensen néra en 16sning

x* dar f'(z*) # 0. (4p)

b) Gor en iteration med Newtons metod med start i [ 1 } pa det icke-linjéra ekvations-
23— 13 =0

3.4 .2
i +a5=1

systemet: { . (3p)

Uppgift 7.

Betrakta funktionen f(t) = t* + t* pa intervallet [0, 1].

a) Vi vill bestimma bésta approximation till f i underrummet P; (méngden av polynom
av grad < 2) med avseende pa skaldrprodukten < f,g >= fol f(t)g(t) dt. Anvind stan-
dardbasen for P, och séitt upp det linjara ekvationssystem som ska losas for att fa fram
approximationen. Ingaende integraler i matriselementen ska rdknas ut men systemet be-
hover inte 16sas. (4p)

b) For funktionen i a)uppgiften far vi tabellen.

t]0 1/3 2/3 1
0 4/31 40/81 2

Vi énskar anpassa den olinjira modellen W (z,t) = sin(x1t) + xo(t + 1) + €*3 till tabellen
i minsta-kvadrat-mening. Teckna Gauss-Newtons metod for att l6sa problemet. Ange
explicit hur residual och Jacobian ser ut i forsta iterationen om du startar i origo. Itera-
tionssteget behover inte utforas (berdknas). (4p)

Uppgift 8.
Betrakta differentialekvationssystemet

2y (t) = —20x1(t) + 10x(t) + 1023(t), x1(0) =1
xh(t) = 10z (t) — 20xo(t), x9(0) =1
x4 (t) = —10x5(t), z3(0) =1

a) Undersok om systemet dr stabilt. (2p)

b) Bestdam en steglingdsgrans for Eulers framatmetod sa att den blir stabil pa problemet.
(2p)

c) Trapetsmetoden ségs vara A-stabil. Vad innebér det? (1p)

d) Gor ett steg med Trapetsmetoden pa systemet fran begynnelsepunkten med steget
h=0.2. (4p)
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la) Satt upp problemet pa matrisform, byt rad 1 och 3, gor Gausselimination pa utokat

1 0 b a 1 0 b a 1 0 b a
system: [ 0 1 —-1 b | — 1|0 1 -1 b —- 101 -1 b
a —1 1 0 0 -1 1—ab —a? 0 0 —ab —a®+b

Fran detta triangulira system drar vi slutsatserna:

a # 0, b+# 0 ger entydig 16sning.

a=0, b#0eller b=0, a# 0 ger att 16sning saknas.
a = b= 0 ger parameterldsningen x = ¢[0 1 1]7, t € R.

1b) LU-faktorisering gors som Gausselimination for att fa U, L bestdms samtidigt utifran
regeln att samma operationer som gor A till U ska gora L till I:

a —1 1 [0 —1 1 a —1 1
o 1 -1|—=10 1 -1 - 10 1 —-1|=U.
1 0 b | 0 1/a b—1/a 0 0 b
[ 1 0 0
L blir enligt regeln 0 1 0
| 1/a 1/a 1
2a) Rangen for en matris dr dimensionen av varderummet (kolonnrummet).
2b) Lat aj, j =1, ..., n vara kolonnerna i matrisen A. Da géller Az = zya1+ ... +z,a, dir
xj, j =1, ..., n dr komponenterna i vektorn . Eftersom kolonnerna &r linjart oberoende
nér rangen dr full sa &r denna summa 0 endast om alla x; =0, dvs Az = 0=z = 0.
2c) Lat b;, j =1, ..., p vara kolonnerna i matrisen B. Da &r Ab;, j =1, ..., p kolonnerna

i AB och dessa ligger alla i varderummet for A. Kolonnerna i AB kan alltsa inte spénna
ett rum med storre dimension én virderummet for A, dvs rang(AB) < rang(A).

Om detta resultat tillimpas pa matrisen (AB)T far vi:

rang(AB) = rang((AB)T) = rang(BTAT) < rang(B”) = rang(B). Vi anviinder hir att
kolonnrang och radrang &r lika, dvs rang(A) = rang(AT) for alla matriser A.

3a) (1) &r inte linjar eftersom T'(0) = (0, — 2, 0) # 0. (2) och (3) kan skrivas pa form
T(x) = Az och &r alltsa linjira avbildningar. Matriserna A &r matriserna for avbild-

ningarna enligt b)-uppgiften.
3b) (2) Matrisen dr A = [T'(e;) T(ez)] dér {e; ey} ér standardbasen i R?. Vi far

1 1
T(e;) = (1, —1, 2) och T'(es) = (1, 1, — 1) och matrisen blir A= | —1 1
2 -1

Avbildningen &r inte pd eftersom tva kolonner inte kan spinna R®. Avbildningen &r ett-ett
eftersom kolonnerna &r linjért oberoende.



(3) Matrisen dr A = [T'(e;) T(ez) T(es)] dér {e; ey e3} dr standardbasen i R®. Vi far
T(e;) = (1, —1),T(e2) = (2, 0) och T(e3) = (0, 1) och matrisen blir A = { _1 g (1) }
Avbildningen dr pd eftersom kolonnerna spénner R2. Avbildningen &r inte ett-ett eftersom
kolonnerna inte &r linjért oberoende.

4a) det(A) = —6 # 0 sa A &r icke-singulédr och alla singuldra viirden &r da positiva.

4b) Egenvektorer och egenvirden berdknas. Notera att A dr blockdiagonal for att forenkla
rikningarna. Vi far egenvirden med tillhérande egenvektorer:

M=2 =1 =1 0], da==1,05=[1 2 0]", Ag=3, v3=1[1 2 4] "

A ar positivt definit pa runderrummet som spénns av egenvektorerna som hor till de
positiva egenvérdena alltsa Span{vy, vs}.

4c Problemet 16ses med hjélp av egenvirdena och egenvektorerna, som &r berdknade i
b)-uppgiften. Vi far enligt 16sningsformeln:

1 1 1
r(t)=cie® | =1 | +ee b | 2 |a+cze® | 2
0 0 4

Koefficienterna ¢y, ¢, c3 bestdms fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
1 11 c1 0

12 2 e | =| -3
0 0 4 3 2
som har l6sningen ¢; = 1, ¢ = —3/2 och 03 = 1/2. Systemts 16sning blir alltsa
1 1
z(t)=e* | —1 2 O
0 0 1
5a) Kvadruppeln (B, p, L, U) definierar tal pa formen x = m - 3¢, dér

m = +do.dyds...dp—1, 0<d; <3, 0<dy<f, 1<|m|<f, L<e<U.

5b) Ta exempelvis (10, 5, —9, 9). "underlow”-gréns &r minsta positiva tal i ett flyttalssys-
tem = 3% = 1079, "overflow”-grins &r storsta positiva tal = 3V+1(1—477) = 101°(1—-107°).
5c¢) "Gradual underflow” representeras av alla tal mellan 0 och "underflow”gréans dvs mellan
0 och 107?. Exempel pa sadana tal dr 0.9 - 1072 och 10719,

6a) Newtons metod: z;1; = x; — ]{c,((i"i)), 1 =0, 1, .... Som fixpunktsiteration blir det
Tiv1 = F(zy), i =0, 1, ..., dédr F(z) = = — /(2) - Pixpunktsiterationen konvergerar om

f' ()
|F'(x)] < ¢ < 11ien omgivning av z*, med snabbare konvergens ju mindre ¢ dr. Hér géller

Fl(z*)=1- PEOF @)= F@)@) — 1 1 =0 ty f(z*) = 0. Detta motsvarar konvergen-

I ()

skriterium ¢ = 0 (i l6sningen) alltsa mycket snabb konvergens néra 1osningen.
T2 2

6b) Vi skriver ekvationssystemet som f(z) = 0, dir f(z) = xf%l— xlexi . Jacobianen
| 1T Ty —

. . | 22 —ad 2220
beriknas till J(z) = [ 302 2y
1] 0 1 =2 ] :
I startpunkten zy = 1 blir fo = 1 och Jy = 3 9 | Ekvationssystemet




Joso = — fo har 16sningen sy = __00'12255 } och forsta iterationen blir
0.75
T = T E s = { 0.875 1

Ta) Bésta approximation innebér att felet ska vara ortogonalt mot underrummet Ps, dvs
mot alla baselementen i P, dér vi har valt standardbasen. Om f ar basta approximation
sa ska det alltsa gilla att: )
<f—f,1>=0, <f—f, t>=0, <f—f, t2>=0.
Om vi ansétter f = ¢y + c1t + cot? sa far vi ett linjért ekvationssystem for att bestimma
co, €1 och cy:
[ <1, 1> <t 1> <t 1> co <f, 1>

<l,t> <t t> <t t> al=1|<f t>

<1, 2> <t 2> <t} t?> Cs < f, 2>
1\Z[ed utriknade integraler far vi systemet

1 1/2 1/3 Co 1/4+1/5

1/2 1/3 1/4 ¢ | =] 1/54+1/6 |. (Hilbertmatrisen)

1/3 1/4 1/5 &) 1/6 +1/7
7_b) Lat f; = U(x,t;) — U, vara residualerna dér W, dr uppmétt vérde i tid ¢; enligt tabellen.

To + 1

sin(321) + 522 + 3" — =
sin(%xl) + gﬂfg NpS L ‘81—(1)

sin(xy) + 2z + €% — 2

Vi far da f =

]
—_
]

g™
8
Y

Jacobianen blir J = | 3

wio =
8
Y

W W]~
g™

1 0 1 0
Med start i 2o = [0 0 07 blir f(zy) = ZI?S} och J(xo) = é?g g?g ;g
-1 1 2 1

8a) Systemet kan skrivas pa systemform z/(t) = Az(t), z(0) =[1 1 1]7 med A =
—-20 10 10
10 =20 O . Egenvérdena till A &r Ay = —30, Ay = —10, A3 = —10. De é&r alla
0 0 —10
negativa sa systemet &r stabilt.
8b) For stabiltet hos Eulers framatmetod kriavs att —2 < h- A < 0 for alla egenvirdena
A. Egenvirdet \; = —30 stiiller hogst krav och ger grénsen h < 2/30.



8c) Metoden &r stabil for alla stabila problem oavsett val av stegliangd.

8d) Trapetsmetoden kan skrivas: (I — 2A)z;yq = (I +2A)2,;, i =0, 1, ... Med givet A

och h = 0.2 blir forsta steget:
3 -1 -1 -1

11 -1 11 1 1

-1 3 0 |z= 1 =1 0 |z9= 1 -1 0 11=10

0 0 2 0 00 0 00 1 0
0.375
Ekvationssytemet 16ses och ger xy = | 0.125
0



