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LYCKA TILL!
Uppgift 1.
2 —4 4 =2
Betrakta matisen A = 6 -9 7 -3
-1 —4 8 =5

a) Gor en LU-faktorisering (utan pivotering) av matrisen. (3p)
b) Bestdm en bas for radrummet till A, Row(A). (2p)

c) Bestdm en bas for kolonnrummet till A, V(A). (2p)

d) Bestdm en bas for nollrummet till A, N(A). (2p)

Uppgift 2.

a) Definiera vad som menas med en symmetrisk och positivt definit matris. (2p)

b) Visa att om A dr symmetrisk och positivt definit sa dr inversen till A ocksa symmetrisk
och positivt definit. (3p)

c) Lat A vara en symmetrisk m x m-matris med £ olika positiva egenvirden. Visa att A
dr positivt definit pa ett underrum till R™ av dimensionen k. (4p)



Uppgift 3.
a) Lat T vara en linjir avbildning fran R™ till R". Anta att méangden {u;}”, &r linjart
beroende i R". Visa att méngden {7'(u;)}, &r linjart beroende i R". (3p)

1 0 2 1
b) Den linjira avbildningen 7' : R®> — R3 avbildar | 1 | pa [ 1 |, | 0 | pa | 0 | och
0 0 0 0
1 0
1| pa 0 |. Bestdm matrisen for avbildningen i standardbasen fér R3. (3p)
1 -1
Uppgift 4.

Betrakta det linjara rummet V' av styckvis kontinuerliga funktioner pa intervallet [0, 27]
och underrummet Fy = Span{l, cost, cos2t, sint, sin2t} med de angivna funktionerna
som bas.
a) Bestdm matrisen for avbildningen D : Fy, — F5, som definieras av
D(f) = f' (derivering). (2p)
1, 0<t<m/2
b) Bestiam bésta approximation av f = ¢ 0, 7/2 <t <37/2 i underrummet F; med
-1, 3n/2<t<2rm
avseende pa skaldrprodukten < f, g >= fo% f(t)g(t) dt. (4p)

Uppgift 5.
Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvérden av en funktion f(t) i tre punkter.

t|-1 0 2

a) Bestdm en approximation till f_21 f(t) dt med trapetsformeln. (2p)
b) Bestdm interpolationspolynomet genom de tre punkterna. (2p)
c) Bestédm en kvadratisk spline s(x) som interpolerar f i de tre punkterna och som uppfyller

s'(2) = 0. (3p)



Uppgift 6.

a) Gor en iteration med Newtons metod med start i [ 1 } pa det icke-linjéra ekvations-

223 — w119 =0
systemet: { P31 (3p)

. . . . . 0.4
b) En numerisk metod har réknat fram approximationen & = 03 |
Gor en rimligt approximativ feluppskattning fér approximationen. (2p)

c) Systemet i a) kan skrivas z = g(x) med g(x) = ’

1—x7

3
Undersck om fixpunktsiteration baserad pa denna omskrivning konvergerar. Anvénd ap-
proximationen fran b)-uppgiften i testet. (2p).

Uppgift 7.

a) Harled Gauss-Newtons metod for att 16sa ett icke-linjart minstakvadratproblem. (3p)
b) Betrakta den olinjdra modellen V(z,t) = x1t + sin(z25t) + cos(zs5t) som vi onskar
anpassa till méttabellen

t
v

1 2 3 4
1 0 -1 0

i minsta-kvadrat-mening. Teckna Gauss-Newtons metod for att losa problemet. Ange
explicit hur residual och Jacobian ser ut i forsta iterationen om du startar i zo = [1 1 1]7.
[terationssteget behover inte utforas (berdknas). (3p)

c) Det linjira ekvationssystemet som loses i Gauss-Newtons metod dr overbestdmt. Om
systemet &r illa konditionerat, vilken metod skulle du i allménhet rekommendera f6r 16sning
av systemet? Varfor &r normalekvationerna olampliga? (2p)

Uppgift 8.
a) Bestdm approximationsordning och stabilitetsvillkor fér Trapetsmetoden. (4p)
b) Gor ett steg med Trapetsmetoden pa systemet
{ zh(t) = —x1 (1), z1(0) =1
zh(t) = x1(t) — z2(t), 22(0) =1
fran begynnelsepunkten med steget h = 0.2. (2p)
c) Avgor om problemet i b)-uppgiften kan 16sas med den analytiska diagonaliseringsmeto-
den. (2p)
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la) LU-faktorisering gors som Gausselimination for att fa U, L bestdms samtidigt utifran

2 —4 4 =2
regeln att samma operationer som gor A till U ska gora L till I: 6 -9 7 -3 | —
-1 -4 8 -5
2 -4 4 =2 2 -4 4 =2 1 0 O
0O 3 -5 3|—=10 3 =5 3| =U. Lblirenligt regeln 3 1 0
0 —6 10 —6 0O 0 0 0 -1/2 =2 1

1b) Radrummet dr ofordndrat i G-eliminationen sa radrummet spinns av de tva forsta
raderna i U. En bas for Row(A) &r {[2 —4 4 —2], [0 3 =5 3]}

1c) Vi ser att de tva forsta kolonnerna i Gauss-elimineringen &r pivot-kolonner, da spénns
kolonnrummet av de tva forsta kolonnerna i ursprungsmatrisen,

dvs {[2 6 —1 }T, [-4 -9 —4 }T} ar bas for kolonnrummet.

1d) Homogena systemet med den uppat trianguléra matrisen U (fran a)-uppgiften) har
parameter-16sningen

z=s[-1 -1 0 1] +¢[4/3 5/3 1 0],

sa bas for nollrummet &r {[ =1 —1 0 1 ]T, [4 530 }T}

2a) A #r symmetrisk om AT = A. A &r positivt definit om 27 Az > 0, Va och 27 Az =0
bara om z = 0.

2b) Det foljer att (A™H7 = (AT)~! = A~', alltsd inversen symmetrisk. Eftersom A &r
inverterbar sa finns for varje y ett x sa att y = Ax och y = 0 < x = 0. Da géller for god-
tyckligt y att yT A~y = (Az)T A Az = 2T AA™1 Az = 2T Az > 0 (eftersom A #r positivt
definit). Vidare blir 47 A~y = 0 endast om y = x = 0 s4 A~! &r positivt definit.

2c) A ar symmetrisk sa det finns ortogonala egenvektorer vy, vs, ..., v till de k egen-
virdena A, Mg, ..., A\ Lat x € Span{v;}_,. Da giller z = Zle c;v; for skalédrer ¢; och
T Az = (0 cwy)TA 25:1 cv;=Sr el Z?zl My = SO v A\ > 0 Hir har vi
anvant att \; dr positiva egenvérden, att egenvektorerna &r ortogonala och att ¢; # 0 for
nagot ¢ om x # 0.

3a) {u;}™, linjart beroende innebér att det finns ¢; € R, i =1, ..., m, inte alla = 0 sa att
Yoy = 0. T ar linjar sa T(3 0, ciug) = 0 och TS ciug) =0 ¢ (u;). Alltsa ér
Yo eT(u;) =0, inte alla ¢; = 0, vilket innebor att {T'(u;)}, &r linjért beroende.

3b) Matrisen dr A = [T'(e;) T(e2) T(es)] diar {e; ey e3} dr standardbasen. Lat nu

1 2 1
vy=| 1|, vg= 10 vy = | 1 |. Dagiller ey = jv5, T(e1) = 3T (v2) =
0 0 1



: 01 1] [
0|, es=v1—3v, T(ea) =T(v1)—3T(v2)=|1]—-3]0]|= 1|, e3=
0 0 0 0
0 0] 0
vy — vy, T(ez) = T(vs) — T(vy) = 0| —11]| = 1| —1]. Matrisen blir alltsa
~1 0 | ~1
L
0 1 -1
0 0 -1

4a) Avbildningen pa baselementen ger:

D(1) =0, D(cost) = —sint, D(cos2t) = —2sin2t, D(sint) = cost, D(sin2t) =

2 cos2t. Avlidsning av koordinaterna for dessa element i aktuell bas ger matrisens kolon-
0 0 000

0 0 010
ner. Vifar M = 0 0 0 0 2
0 —1 000

0O 0 -2 00
4b) Fourierserieapproximation. Approximationen skrivs f = a_2o + aycost + agcos 2t +
by sin t+by sin 2¢. Fourierkoefficienterna berdknas: ag = % OZW fdt=0,a = %fo% feostdt =
0, ag =L [7" feos2t dt =0, by = L [7 fsint dt = 2, by = L [7" fsin2t dt = 2. Ap-
proximationen blir alltsa f = % sint + %sin 2t.
5a) Integralen approximeras med 0.5(f(—1) + f(0)) + 1(f(0) + f(2)) =3/2—-1=1/2
5b) Ansitt polynomet som p(t) = co + ¢1(t + 1) + co(t + 1)t.
Bestdam koefficienterna successivt genom att sétta in interpolationsvillkoren:
p(=1) =2=co =2
p(0>:1:>2+C1:1:>01:—1
P2)=—2=2-3+6c=-2=c,=—1/6
Interpolationspolynomet blir p(t) =2 — (¢ +1) — 1/6(t + 1)t
5c¢) Splinen har tva delar: s1(t), —1<t<0, so(t), 0<t <2,
Borja med s, eftersom d@ndpunktsvillkoret éir till hoger. Ansétt so = —2+a(t—2)+b(t—2)?
(sa att villkoret s1(2) = —2 géller) med s, = a + 2b(t — 2). Villkoret s4(2) = 0 ger a = 0
och villkoret s9(0) = 1 ger sa b = 3/4.
Vi har alltsa bestdmt so(t) = —2 + 3/4(t — 2)? med s4(0) = —3.
Ansiitt vidare s; = 1 + ¢t + dt? (sa att villkoret s1(0) = 1 giller) med s} = ¢ + 2dt.
Splinevillkoret s5(0) = —3 ger ¢ = —3 och villkor s;(—1) = 2 ger sa d = —2.
Vi har alltsa bestdmt s; = 1 — 3t — 2¢2.



213 — 1119

6a) Vi skriver ekvationssystemet som f(z) =0, dir f(z) = { 224+ 335 — 1

} Jacobianen

2 — —
beréknas till J(z) = 6x12x T2 le
1

5

I startpunkten xy = [ 1 } blir fy = [ é } och Jy = [ 9

_31 } Ekvationssystemet

Joso = — fo har 16sningen sy = _163/ /1177 ] och forsta iterationen blir
e [T
TTLOTT N g7
o . o047 . . T00087 , .. [066 —04
6b) I den erhallna approximationen & = [ 0.3 } galler f(z) = [ 0.06 ], J(z) = { 0.8 5 }

Ekvationssystemet J(2)s = — f(2) har 16sningen s &~ —[0.02 0.015]7 och feluppskattningen
blir | — 2*]|c0 S |80 & 0.02.

% 2m1
6c¢) Jacobianen till g(z) dr G(z) = | 22 ) % ] och i approximationen & far vi
3

32/10 —64/45
—4/15 0

dr att normen for G ska vara strikt mindre dn 1 néra l6sningen (och att man startar i en
omgivning dar detta géller).

G(#) =

med ||G(Z)]|o =~ 4.6 sa metoden konvergerar inte. Kravet

7a) Se kompendiet eller foreldsningsanteckningar.
7b) Lat f; = V(x,t;)— ¥, vara residualerna dar W; &r uppmétt varde i tid ¢; enligt tabellen.
x1 + sin(Fxg) + cos(Fxs3) — 1
2xq + sin(mxy) + cos(mws)
3z + sin(g—”xg) + Cos(—xg) +1
Adxy + sin(27ay) + cos(27mx3)

Vi far da f =

1 Zcos(§re)  —5sin(Fzs)
Jacobianen blir J = 2 7T COS(W;FE 2) _377: Sm(gf 3

3 Fceos(Lay) —Lsin(as)

4 27r cos(2mzy) —2msin(2mxs)

Tpy1 = Tp + Sk

Gauss-Newtons metod skrivs: { J(wp)sk = —f(xn)

1 1 0 —-x/2
’ 1 2 -7 0

Med start i 2o = [LL1J" blir f(z0) = | o | och J(zo) = | 5 o° 5
5 4 27 0

7c) QR-faktorisering blir bra. Normalekvationerna blir illa konditionerade ty kondition-
stalet kvadreras.



8a) Se kompendiet eller foreldsningarna.
8b) Vi skriver om problemet pa systemform ' = Ax med matris:

e[

Trapetsmetoden kan da skrivas: (I —2A)z;4q = (I+4A)z;, i =0, 1, .... Med givet A och

e |11 0 109 0 109 :
h = 0.2 blir forsta steget: [ 01 11 ] T, = [ 0.1 0.9 } Ty = [ 1 ] Ekvationssytemet

0.9/1.1
1.19/1.21 |°
8c) Metoden fungerar inte ty matrisen A har egenvirde —1 med algebraisk multiplicitet

16ses och ger z; = [

2. Egenvektorsrummet &r Spcm{{ _01 } och ér alltsa av dimension 1. Egenvirdets ge-

ometriska multiplicitet ar da 1. Egenvérdet ar alltsa defekt och metoden fungerar inte.



