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Uppgift 1.
2 1 0O O
) 13 0 0
Betrakta matisen A = 00 —2 5
00 2 =2

a) Bestdm en bas for nollrummet till A, N(A). (2p)

b) Bestdm rangen for A, rang(A). (1p)

c) Visa att den kvadratiska formen z” Az #r positivt definit pa ett underrum till R* av
dimension 2. (4p)

d) Bestim storsta och minsta viirde for den kvadratiska formen ¢(z) = 27 Az da ||z|| = 3,
dels pa hela R*, dels pa underrummet i c)-uppgiften. (2p)

Uppgift 2.

Betrakta matriserna H; = I — 2u1u? och Hy = [ — 2u2ug, dar u; € R™ och uy € R™ ar
ortonormala vektorer.

a) Visa att produktmatrisen H; Hs &r ortogonal. (2p)

b) Bestdm alla egenviirden och egenvektorer till produktmatrisen Hy Hs. (3p)

c) Bestdm, for n = 4, uy sa att Hy utfor forsta steget i en kompakt QR-faktorisering med



o 1 3

Householdertransformation av matrisen _2 _;1 _i . Gor forsta steget med hjélp av
0 1 -1

den erhallna vektorn u;. (3p)

Uppgift 3.

a) Lat U vara ett linjart underrum till ett linjért rum V' och lat w € V. Visa att om det
for en vektor u' € U giller att u — u' € U+ (ortogonala komplementet till U) sa giller

|lu — | < |Ju—w| for alla w € U, (dér || - || & den norm som ges av skaldrprodukten),
dvs u &r bésta approximation av v i U. (3p)

b) Betrakta funktionen f(¢) = > — t* pa intervallet [0, 1]. Vi vill bestimma bésta ap-
proximation till f i underrummet P, (méngden av polynom av grad < 2) med avseende pa
skaldrprodukten < f, g >= fol f(t)g(t) dt. Anvénd standardbasen for P, och sétt upp det
linjara ekvationssystem som ska losas for att fa fram approximationen. Systemet behover
inte 16sas. (4p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
{ x (t) = 3z (t) — 229(t), x1(0) =2 (3p)
2h(t) = da1(t) — 3a(t), 22(0) =2 P
b) Los problemet med forsta ekvationen dndrad till 2 (¢) = 3x1(t) — 222(¢) + €*. (2p)
c) Vilken egenskap hos egenvirdena gor att metoden inte fungerar om andra ekvationen
dndras till 4 (t) = 3z2(t)? (1p)

Uppgift 5.

a) Definiera vad som menas med att ett problem &r stabilt. (1p)

b) Definiera vad som menas med att en algoritm &r stabil. (1p)

c) Forklara varfor residualen inte &r ett bra matt pa felet i z, som beror pa fel i hogerledet
b, vid l6sning av ett linjart ekvationssystem Az = b med Gausselimination. (2p)

d) Undersok med bakatanalys om algoritmen f = x -y (multiplikation) &r stabil i ett
[EEE-system. Ta hénsyn till att = och y maste lagras i flyttalssystemet. (3p)

Uppgift 6.

a) Gor en iteration med Newtons metod med start i [ ] pa det icke-linjara ekvations-

1
) 3x% + 2x125 =0
systemet: { Pty =1 (3p)
b) En numerisk metod har riknat fram approximationen & = 8}1 } Gor en rimligt

approximativ feluppskattning for approximationen. (2p)
390%
T 22
c) Systemet i a) kan skrivas z = g(x) med g(z) = . Undersok om fizpunktsitera-
l—z%
2
tion baserad pa denna omskrivning konvergerar (vid start nira losningen). (2p).



Uppgift 7.

a) Betrakta problemet att minimera f(z1,z2) = 22 + x129 + 225 — x5 utan bivillkor. Goér
en iteration med Steepest Descent-metoden, med start i origo och ezakt linjesokning. (4p)
Ledning. Infor en funktion g(a) = f(zo + aso).

b) For problemet i a)-uppgiften, gor approximativ linjesokning med polynomapproxima-
tion. Anvénd interpolation med andragradspolynom i punkterna @ = 0, a = 0.5 och
a = 1. Anvénd ledningen i a)-uppgiften. (3p)

Uppgift 8.
Betrakta prediktor/korrektorparet Eulers framatmetod som prediktor och Eulers bakat-
metod som korrektor for att 16sa begynnelsevérdesproblem for system av ordinéra differential-
ekvationer.
a) Anta att man gor tva fixpunktsiterationer i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (3p)
b) Bestdm approximationsordning och stabilitetsomrade for metoden i a-uppgiften. (3p)
c) Betrakta foljande andra ordningens differentialekvation med begynnelsevirden:
y'=y'—ay —y, 0<t<1
y(0) =1
y'(0) =0.5
Hér &r a en parameter som beror pa losningen enligt a = /(1) — 2y(1). Formulera prob-
lemet med inskjutningsteknik, ange den ekvation som ska losas for att fa fram a samt
teckna sekantmetoden for att l6sa den ekvationen. (3p)
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1a) Nollrummet bestams genom att 16sa det homogena linjara ekvationssystemet Az = 0.
Detta gors pa standardvis med Gausselimination:

21 0 0 2 10 0 2 -1 00
13 0 0 - 0 5/2 0 0 . 0 5/2 00
00 -2 2 0 0 -2 2 0 0 -2 2
00 2 =2 0 0 2 -2 0 0 00

Homogena systemet med denna uppat trianguldra matris har parameter-losningen
r=t[00 11 ]T, sa bas for nollrummet dr {{ 0 0 1 1 }T}

1b) Enligt a)-uppgiften dr dimensionen fér nollrummet 1. Enligt dimensionssatsen ar di-
mensionen for kolonnrummet 4-1=3 (antal kolonner minus dimensionen fér nollrummet).
Rangen ér dimensionen pa viarderummet och rangen &r alltsa 3.

1c) Vi borjar med att berdkna egenvdrdena. Matrisen ar block-diagonal. Vi berdknar
enkelt, pa standardséatt, egenvirdena till de tva 2 x 2-blocken.

Vi far Ay = 258, Ay =228 A3 =0, A\ = —4.

Lat nu v; och vy vara egenvektorerna som hor till de positiva egenviardena A; och Ay till
den symmetriska matrisen. Enligt spektralsatsen kan v; och vy véljas ortonormala. Vi
visar att den kvadratiska formen &r positivt definit pa det tvadimensionella underrum-
met som spinns av v; och vy, Lat © = awv; + Pvy. Da dr Ax = alv; + SAvy och
T Az = (v + Bol)(advr + BAavs) = A + §2Xg > 0 vas.v.

1d) Stérsta virde pa kvadratiska formen ir A..||z|]? = %5 - 9. Minsta vérde ar
Aminl|z]|? = —4 -9 = —36. Pa underrummet géller att den kvadratiska formens storsta

virde dr \||z||* = %5 -9 och minsta virde &r \o||z||* = %5 -9.

2a) Beteckna produkten av matriserna H, da #r H = HiHy = (I — 2uju?l)(I — 2upul) =
I —2ugul — 2uoud + dugulusul = T — 2uyu? — 2upul ty uluy, = 0. H dr ortogonal ty
HTH = (I —2uyul — 2uoul ) (I — 2uqul — 2upul) = T — 2uyud — 2upud — 2uqu? + 4ujul —
2ugud + dugud = 1. v.s.v.

2b) Méngden av de givna vektorerna {uy, us} kan byggas ut till en ON-méngd {u;}* , i R".
Nu giilller Huy = uy — 2uiul ug — 2upul uy = —uy, dvs. uy ir en egenvektor med egenvirde
-1. Pa samma séatt ar Hus = uy — 2u1u?u2 - 2u2ugu2 = —ug, dvs. uy ar egenvektor med
egenvirde -1. Slutligen géller for alla de andra u; att Hu; = u; — 2uyui uj — 2uqud u; = uj,
dvs Span{u;}7_; dr egenvektorer med egenvirde 1.

5 0 5 5

o~ |0 31 | -3 _ 1 | 3 .

2c) Lat u = ol =1 24| = A T U= 55 4l Den andra kolonnen blir
0 0 0 0



1 1 5 —4
ds - - Y -1 h d dje kol bli
a Hy 9 | = 9 | 22555 4| = | _g | och den tredje kolonnen blir
1 1 0 1
3 3 5 -2
. . -2 -2 1 -3 1 N .
pa samma sitt Hy 1| = Ll 22555 Al =1 3| Forsta steget i
-1 -1 0 -1
5 —4 -2
QR-faktoriseringen ar klar: H; A = 8 :; _;
0 1 -1

3a) Se kompendiet, bevis av Sats 2.6, forsta delen.

3b) Bista approximation innebér att felet ska vara ortogonalt mot underrummet Ps, dvs
mot alla baselementen i P, dér vi har valt standardbasen. Om f ar basta approximation
sa ska det alltsa gilla att: )

<f—f,1>=0, <f—f, t>=0, <f—f, t2>=0.

Om vi ansétter f = ¢p + 1t + cot? sa far vi ett linjirt ekvationssystem for att bestdmma
Co, C1 och c¢s:

<1, 1> <t 1> <t 1> co <f, 1>

<l t> <t t> <t t> al=1|</f t>

<1, 2> <t 2> <t} t?> Cs < f, 2>
Med utriknade integraler far vi systemet

1 1/2 1/37 [ « 1/4—1/5

1/2 1/3 1/4 cp | = | 1/5—-1/6 |. (Hilbertmatrisen)
| 1/3 1/4 1/5 | | & 1/6 —1/7

3 =2

i _3 } . Egenvirden och egenvek-

4a) Problemet dr pa matrisform 2’ = Az, dir A = [

torer berdknas. Egenvirdena ar A\ =1, \y = —1.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\I)v; = 0 och blir: vy = [1,1]7, vy = [1,2]7.

Losningsformeln &r sedan

A

x = creMtuy + ceeM?tuy = et t

: + co€™
1 2 2
Koefficienterna ¢, ¢, bestdms fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet

1 1 ci | ]2 . - - P
[1 2}[CQ}—{Q},medlosmngcl—Q, co =0, dvs. © =2e [1]

4b) Med variabeltransformationen z = T'z, dér T' = 1 ; ar egenvektorsmatrisen, far
—1 1 0 0 —1

ansatsen z; = cre’ +ae*, 2y = cpe” 4+ fe* kan v = 2, § = —1 bestdmmas. Den atertrans-

_ 2t 2
vi diagonaliserat problem 2’ = { 2 -1 } 24T { ¢ ] = [ L0 } zZ+ { 266% } Med



cret 4 cpe™t + 2e*
cret + 2ce7! + e
bestdms koefficienterna pa samma sitt som i a)-uppgiften. Losningen blir ¢; = 0, ¢ =

formerade 16sningen blir x =Tz =z = [ . Med begynnelsevérdena

1
Lo—t | 5,2t 3
ochxz[% +§e2t

3¢
4c) Ett egenvarde A = 3 ar defekt, algrebraisk multiplicitet &r 2 men geometrisk multi-

plicitet ar 1.

5a) Ett problem &r stabilt om sma fordndringar i indata ger sma fordandringar i utdata,
dvs om konditionstalet &r litet.

5b) En algoritm &r stabil om den ger exakt 16sning till aktuellt problem med lite &ndrade
indata, dvs om bakatfelet &r litet.

5¢) Lat b vara det approximativa hogerledet. Da giller z = A™'b och & = A~ 1p, dér #
sir exakt 1osning motsvarande b. Residualen ér ||b — AZ|| = ||b — b|| och den ér alltsa ett
matt pa bakatfelet. Dess storlek siger inget om felet i  utan den &r alltid liten dérfor att
Gausselimination ar en stabil algoritm.

5d) Lagringen i systemet ger fl(z) = x(1+01) och fl(y) = y(1+92). Multiplikationen ger
FUSU=)- fU(y)) = (fU(2)- fU(y))(1+035) = (2-y)(1401)(1402)(1+03). Héir giiller 6; < p, i =
1,2,3, dar p dr avrundningsenheten. Lat nu 2 = x(14d1)y/1 + 3 och § = y(1+0d2)v/1 + 0.
Da giller fI(fl(z)- fl(y)) = & - §. Eftersom (1 + 61)v/1+ 03 = (1 + 61)(1 + 1d5) + O(?)
far vi (2 — z)/x = 61 + 303 + O(p?) med |(Z — z) /2| < 3p+ O(p?). P4 samma sitt far vi
(5 —y)/y| < 2p+O(p?). Algoritmen ger alltsa exakt resultat for lite &ndrade indata och
den &r alltsa stabil.

323 + 27119

6a) Vi skriver ekvationssystemet som f(z) =0, dér f(z) = { 224 2 — 1

} Jacobianen

6I1 + QZEQ 2?[71 |
beréknas till J(z) = [ . 2 |
1 . 5 8 2 .
I startpunkten xy = 1 blir fo = 9 och J, = 9 9 |- Ekvationssystemet
o —0.5 | R : 0.5
Joso = — fo har l6sningen so = | 0.5 och forsta iterationen blir z; = 2o+ sg = 05 |-

0117 ;... [14 02
~0.19 }’J(x) - {

Ekvationssystemet J(2)s = —f() har lésningen s ~ [—0.1 0.1]7 och feluppskattningen
blir |2 — 2*||oc < [[8]lec = 0.1.
6¢c) En losning (den som ligger nérmast approximationen i b)-uppgiften) till problemet

6b) I den erhallna approximationen & = [ 831 } giller f(z) =

dr (som man ldtt finner analytiskt) z* = [0 0.5]7. Vi beriiknar Jacobianen till g(z):
_ 6z 3%

G(x) = [ 2z3 28% ] och vi far G(z*) = O sa konvergensen ar mycket snabb nira z*.
_r

Kravet &r att normen for G ska vara strikt mindre &n 1 néra losningen (och att man startar
i en omgivning dar detta géller).



221 + 29
Ty + 623 — 1
dirmed SD-riktningen sy = [0, 1]7. Vi foljer ledningen och infér g(a) = f(zo + asg) =
f([0, a]T) = 2a3 — «. Vi minimerar genom att sétta ¢’'(«) = 0 dér ¢’(a) = 6a* — 1, som ger
= \/1/_6 med ¢" (o) = 12a > 0. Vi far alltsa forsta SD-iterationen: 1 = x¢ + apso =
0, 0" +/1/6[0, 1] = /1/6[0, 1]
7b) Med g(«) fran a)-uppgiften far vi g(0) = 0, ¢(1/2) = —1/4, g(1) = 1. Ansitt ett
andragradspolynom genom punkterna genom py, = 0 4 cia + coa( — 1) sa att po = 0
genom ansatsen. Interpolationsvillkor ger: po(1) = ¢; = 1 och po(1/2) = 1/2 — /4 =
—1/4 = ¢y = 3 sa att p» = a + 3a(a — 1). Vi minimerar p; genom att sitta ph), = 0
dér py = 6a — 2 som ger oy = 1/3. Vi far alltsa forsta SD-iterationen: z; = xg + apsg =
[0, 0]7 +1/3[0, 1]* =1/3[0, 1].

8a)
prediktor: Eulers framatmetod pa problemet v' = f(¢,y): Y11 = yx + hf (tx, yx)
korrektor: Eulers bakatmetod pa problemet v’ = f(t,vy): yr+1 = Yr + hf (tks1, Yrr1)

Forsta fixpunktsiterationen i korrektorn: y,(cljl =y + hf(tesr, ye + hf(te, yr))

Andra fixpunktsiterationen i korrektorn: y,(jr)l =y +hf(tess, yo +hf (tear, yr +hf (te, yx)))
Metoden blir alltsa: ygi1 =y + hf (Ces1, Y + BS (Crrr, Yo + B S (tr, yx)))

8b) Pa testproblemet y' = Ay, y(ty) = ¢y blir metoden

Ykt = Yk + Bk + hA Y + hAye)) = g (1 +hA + (hA)? + (RA)?).

Formeln stimmer till tva termer med exakta 16sningens tillvixtfaktor e = 14+hA\+
och metoden &r da av ordning 1.

Stabilitetsomradet ar de z = hA som ger begridnsade 16sningar.

Detta ger: {z € C;|1 + 2+ 22+ 23| < 1}.

7a) Vi beriknar Vf = [ . Med zy = [0, 0]T far vi Vfy = [0, — 1]7 och

h2)\2
St

Y1 = Y2, n(0) =1

Yo=yi —ay2—yn 12(0) =05 "
Eftersom 16sningen till ODE-problemet nu &ven beror pa a sa skriver vi den som y(¢,a).
Den ekvation som ska l6sas ar g(a) = a —y2(1,a) +2y;(1,a) = 0. Sekantmetoden fér denna
ekvation blir:

8c) Vi skriver om problemet pa systemform: {

a — o — ak—y2(Lak)+2y1 (1,ax)(ak—ak—1) E=1. 2
RL ™ Ok T gy (Lan)+2y (Law) —ap— 1 t2(Lar—) =2 (Lag—1) > &~ 0 5 0
med tva startapproximationen ag och a;. For varje nytt ap maste alltsa ODE-problemet

losas.




