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lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1.
1 -1 1 -1
Betrakta matisen A = | —1 1 1 -1
3 -3 1 -1

a) Bestdm en bas for nollrummet till A, N(A). (2p)
b) Bestdm en bas for radrummet till A, Row(A). (2p)
c) Bestdm rangen for A, rang A. (1p)

Uppgift 2.

Betrakta Householdermatrisen H = [ —2uu”, dér u € R™ dr en vektor med norm ||ul| = 1.
a) Visa att H &r symmetrisk och ortogonal. (2p)

b) Visa att avbildningen H : R"™ — R™ &r en spegling i ett plan ortogonalt mot u. (2p)
c) Utfor forsta steget i en kompakt QR-faktorisering med Householdertransformation av

0 -1

. 0 2
matrisen | . . (3p)

4 2

d) Visa att alla egenvérden till H har beloppet lika med 1. Du far utnyttja att H &r
ortogonal. (2p)



Uppgift 3.

A O

Agy Ap |

a) Visa att om A &r ett egenvérde till Ay sa dr A dven egenvirde till A. (2p)

b) Visa att om \ &r ett egenvirde till A sa d&r A dven ett egenvérde till nagot av diagonal-
blocken Aj; eller Ass. (3p)

c) Bestdm en matris med ett defekt egenvirde med algebraisk multiplicitet 3. Vilken
geometrisk multiplicitet har egenvirdet? (2p)

Uppgift 4.
Betrakta det linjara rummet V' av styckvis kontinuerliga funktioner pa intervallet [0, 27]
och underrummet Fy = Span{l, cost, cos2t, sint, sin2t} med de angivna funktionerna
som bas.
a) Bestam matrisen for avbildningen D : F, — Fy, som definieras av D(f) = f’ (deriver-
ing). (2p)
b) Bestdm alla egenviirden och egenvektorer till avbildningen i a)-uppgiften. (3p)
¢) Bestdm nollrummet till avbildningen i b)-uppgiften. (1p)

1, 0<t<r
-1, 7 <t<2nm
avseende pa skaldrprodukten < f, g >= fozw f(t)g(t) dt. (4p)

Uppgift 5.

a) Definiera vad som menas med ett flyttalssystem. (2p)

b) Ge exempel pa ett flyttalssystem med basen 10 och bestdm UFL ("under flow limit”)
och OFL ("over flow limit”) for systemet. (2p)

c¢) Vad menas med gradual underflow? Ge ett par exempel pa tal som representerar gradual
underflow i ditt system i b)-uppgiften. (2p)

Uppgift 6.

a) Vi vill bestdimma b sa att fob{sz'n(t) + t?} dt = 2 approximativt med Newtons metod.
Teckna en iterationsformel som inte innehaller integralberdkning. (3p)

Ledning: Berikna integralen analytiskt.

b) Anta att du har ett litet fel b i en approximation btill b i a)-uppgiften. Ange hur
stort felet i integralens varde ungefir blir pa grund av felet 6b. Din formel far innehalla
approximationen b. (2p)

Betrakta en block-triangular matris pa formen A = [

d) Bestdm bista approximation av f = i underrummet F5 med



Uppgift 7.

a) Definiera vad som menas med en tillaten riktning och vad som menas med en descent-
riktning vid optimering med bivillkor. Ge exempel pa en tillaten descentriktning. (3p).
b) Betrakta ett icke-linjért optimeringsproblem i flera variabler med flera likhetsbivillkor.
Formulera Lagranges multiplikatormetod for problemet och skriv upp det icke-linjéra ekva-
tionssystem som metoden leder till. (3p)

c) Gor ett steg med steepest descentmetoden pa problemet min 27 Az, x € R3, med

1 00

A=10 2 0 | ochstart i punkten zo = [1 1 1]* och optimalt val av steglingd. (3p)
00 3

Uppgift 8.

Vi ska betrakta Eulers bakatmetod for begynnelsevirdesproblem for ordinéra differentialek-
vationer.

a) Teckna metoden for att allmént problem. (1p)

b) Bestdm approximationsordning och stabilitetsomrade for metoden. (4p)

-1 1

1 -2
Bestam en approximativ 16sning till problemet vid tiden ¢ = 0.5 med Eulers bakatmetod
och stegliangd h = 0.5. (3p)

d) Forklara varfor det kan vara lampligt att anvénda sig av LU-faktorisering i allmén-
het vid Eulers bakatmetod och flera steg med metoden. Vilken matris dr det som ska
LU-faktoriseras? (1p).

c) Betrakta det linjira ode-systemet: y' = Ay, t > 0, y(0) = 1 dar A =
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1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
la) Gausselimination: | -1 1 1 -1 | —= |0 02 —2|—=1]0 0 2 -2
3 -3 1 -1 0 0 2 =2 0 00 O

Homogena systemet med denna uppat trianguldra matris har parameter-losningen
r=s[1100] +t[00 1 1]

s bas for nollrummet &r {{ 1 1 0 0 }T, (0011 ]T}

1b) Enligt a)-uppgiften dr dimensionen for nollrummet 2. Enligt dimensionssatsen &r
dimensionen fér kolonnrummet 4-2=2 (antal kolonner minus dimensionen fér nollrummet).
Dimensionen fér radrummet dr samma som dimensionen for kolonnrummet och alltsa 2. Vi
ser att de tva forsta raderna ar linjért oberoende och vi kan ta dem som bas for radrummet
somalltsa blir {[ 1 -1 1 —-1], [-1 1 1 —1]}

1d) Rangen dr dimensionen pa viarderummet, och det framgar av b)-uppgiften att rangen
ar 2.

2a) HT = (I —2uu™)? = 1" = 2(u”)"(u?) = I — 2uu” = H. Vidare &r H'H = HH =
(I —2uu®)(I — 2uu®) = I — 2uu® — 2uu® + 4u(uTu)u® = 1.

2b) For en godtycklig vektor z blir Hz = z — 2u’zu = x — au, for skaldiren o = u’z.
Eftersom H &r ortogonal géller att x och Hx har samma lingd, alltsa &r Hx = x — au
spegling av z i plan med » som normal.

) 0 ) )
2c) Lat u = 8 - g = _03 = u = #ﬁ _03 Den andra kolonnen
0 4 —4 —4
—1 —1 ) 4
blir da H 21 _ 21 _ 2(—25) 525 o 2 och forsta steget i QR-
4 4 252 | =3 1
2 2 —4 —2
5 4
L N 0 2
faktoriseringen ar klar: A®) = 01
0 -2
2d) For egenvirde A och egenvektor v giller Hv = Av. Det foljer att || Hv||2 = |Al||v||2 och
eftersom H &r ortogonal, enligt a)-uppgiften, sa ar ||Hv||s = ||v||2 och ddrmed géller att

Al = 1.
3a) Enligt forutsittning géller Aypx = Az for en egenvektor = # 0. Da géller



A{O]:[ 0 }:)\[O},dvs. A ar egenvérde till A.
x Agox x

3b) Enligt forutsittning giller A [ z } =\ [ z } , dédr inte bade y och z kan vara nollvek-

torn. Detta kan skrivas

Any =y
Agly + AQQZ = \z

Om nu y # 0 sa ar A egenvirde till Ay enligt forsta ekvationen. Om y = 0 och dérmed
z # 0 sa ar \ egenvirde till Agy enligt andra ekvationen.

110
3c) Exempelvis matrisen A = | 0 1 1 |, som har egenviarde A\ = 1 med multiplicitet
001
1
3 men egenrummet till A = 1 & Span{| 0 |} som har dimension 1, sa egenvirdet har
0

geometrisk multiplicitet 1.

4a) Avbildningen pa baselementen ger:

D(1) = 0, D(cost) = —sint, D(cos2t) = —2sin2t, D(sint) = cost, D(sin2t) =

2cos 2t). Avlasning av koordinaterna for dessa element i aktuell bas ger matrisens kolon-
0O 0 000

0O 0 010
ner. Vifar M = 0 0 00 2
0 -1 000

0 0 =200
4b) Med baselementen i ordningen {1, cost, sint, cos2t, sin2t} far matrisen den

0 00 00
0 01 00
bekvimare formen M = 0O -1 0 00 Egenviardena bestdms fran diagonal-
0 00 0 2
0 00 -2 0
blocken. De blir Ay = 0, Ao = 1,A\3 = —i, Ay = 2i, A5 = —2i. Egenvektorerna till
matrisen bestdms pa vanligt sdtt fran homogena systemet (M — AgI)vy = 0 och ger

v=[10000],m=[0-100],uvu=1[0i100],un-=
[00 0 —i 1 }T ochv;=[0 0 0 i 1 }T. Egenvektorerna (egenfunktionerna) till
avbildningen blir da 1, —icost+sint, icost+sint, —icos2t+sin2t och icos2t+sin 2t.
4c) Nollrummet &r egenfunktioner motsvarande egenvérdet 0, dvs (enligt b)-uppgiften),
alla konstanta funktioner.

4d) Fourierserieapproximation. Approximationen skrivs f = @ +ajcost + agcos2t +
by sin t+by sin 2¢. Fourierkoeflicienterna berdaknas: ag = % OQW fdt=0,a = % 027r fostdt
0, ay =12 [ feos2t dt =0, by =1 [*" fsint dt = L, by =1 [*" fsin2t dt = 0. Approx-

imationen blir alltsa f = %Sint.



5a) Kvadruppeln (3, p, L, U) definierar tal pa formen x = m - 3¢, dar
m:ﬂ:do.dldg...dp_l, 0<d; <ﬁ, 0 < dy <ﬁ, 1< |m| <ﬁ, L<e<U.

5b) Ta exempelvis (10, 5, —9, 9). "underlow”-gréins &r minsta positiva tal i ett flyttalssys-
tem = B = 1079, overflow’-grins ir storsta positiva tal = 3V+(1—37P) = 10'°(1-107?).
5c¢) "Gradual underflow” representeras av alla tal mellan 0 och "underflow”-gréns dvs mellan
0 och 107°. Exempel pa sadana tal #r 0.9 - 1072 och 10719,

6a) Betrakta ekvationen f(b) = fob{sin(t) +t?} dt — 2 = 0. Newtons metod ér:

bix1 = b; — J{c,((%i)), 1 = 0,1,... med startapproximation by. Berékna integralen analytiskt

f(b) = —cos(b) + ? — 1 och derivatan f'(b) = sin(b) + b*. Iterationsformeln blir alltsa

b A b—} —cos(b;)—1
i+l = Y b2+sin(b;) °

6b) Felfortplantningsformeln ger 6 f ~ f'(b)ob = (sin(b) + b*)db.

Ta) Lat optimeringsproblemet vara
min f(zx) daz e X,
dar X ar det tillatna omradet.
s ar en tillaten riktning i  om x + as € X for 0 < a < 9; for nagot 6.
s ar en descentriktning i x om f(z + as) < f(z) for 0 < a < do f6r nagot ds.
Om z ligger i det inre av X si ir s en tilliten descentriktning om V f(z)Ts < 0.
7b) Vi har problemet min f(z) da g(z) = 0 med f : R* — R och g : R — R™.
Lagranges metod #r att soka extrempunkt till L(z, \) = f(z) + ATg(z) dir A € R™ &r
Lagrangemultiplikatorerna. Vi far ekvationssystemet:
VI(z ) =0 < { Vf(x)+>" MVg(x) =0

g9(x) =0
7c) Lat f = z7 Az, da ér gradienten V f = 2Az. 1 startpunkten zo = [1 1 1]7 &r gradienten
go = 2[1 2 3]T och steepest descentriktningen dy = —[1 2 3]7. Vi ska alltsa minimera f i
riktningen dy utgaende fran zy dvs minimera f(zo+ady) med avseende pa . Vi far g(a) =
f(zo+ady) = (1—a)?*+2(1—2a)?*+3(1—3a)? med ¢'(a) = 2(1—a)+8(1—2a)+18(1—3a) =
28 — T2a som #r 0 for o = 5. Detta ger #; = [1 1 1]7 — L1237 = L[11 4 — 3]~

8a) Fulers bakatmetod pa problemet y' = f(t,y) ar: yer1 = yr + hf (ter1, Yrs1)
8b) Se kompendiet eller foreldsningsanteckningar.

! 1106hy0:{1].\/if§ir

8c) Rekursionssteget skrivs: y; = yo+ hAy;, med A = { _1 9

foljande linjéra ekvationssystem att losa: (I — hA)y; = yo < [ _ég _O'g } Yy = { 1 ]

10
. . 1

med 10sning y; = 7 3
8d) Samma matris [ — hA vid varje iteration, alltsa bor den faktoriseras for att minska

arbetet per steg.



