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LYCKA TILL!
Uppgift 1.
1 -1 1 —1
Betrakta matisen A = 1 1 1 1
-1 -5 -1 -5

a) Bestdm en bas for nollrummet till A, N(A). (2p)
b) Bestdm en bas for kolonnrummet till A, V(A). (2p)
c) Bestdm en bas for radrummet till A, Row(A). (2p)
d) Bestdm rangen for A, rang A. (1p)

Uppgift 2.

Betrakta det linjira rummet V = Span{sint, cost, tsint, tcost} med de angivna funk-
tionerna som bas.

a) Bestdm matrisen {or avbildningen D : V' — V| som definieras av D(f) = f’ (derivering).
(2p)

b) Bestdm alla egenviirden och egenvektorer till avbildningen i a)-uppgiften. (3p)

c) Bestdm [ (3¢ sint—cost+t cost)dt med matrismetoden, dvs genom att anviinda matrisen
i a)-uppgiften pa lampligt sitt. (3p)



Uppgift 3.

a) Definiera minsta-kvadrat-problemet som hor till ett 6verbestamt linjart ekvationssystem
Ax =b, dar A € R™" med m > n. (1p)

b) Visa att om problemet har full rang, rang A = n sa har problemet i a)-uppgiften en
entydig 16sning. (3p)

c¢) Visa att 16sningen till problemet i a)-uppgiften inte &r entydigt om rang A < n. Ge en
formel for den allmédnna 16sningen med hjélp av singuldrviardesuppdelning, SVD. (3p)

Uppgift 4.

a) Visa att en reell, symmetrisk matris har reella egenviirden. (4p)

b) Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 5% + 53 + 323 + 323 — 21129 — 22374.
Bestdm storsta virde pa Q(z) under villkor att 7z = 2. (3p).

c) Bestdm en vektor v med uTu = 2 s& att Q(u) dr maximal. (1p)

d) Bestim storsta viirdet pa Q(x) under villkoren 272 = 1 och 27u = 0 déir u #r 16sningen
i ¢)-uppgiften. Bestdm dven tva linjért oberoende vektorer x och y for vilka Q(x) och Q(y)
antar detta storsta varde. (2p)

Uppgift 5. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvirden av en funktion f(t) i tre punkter.

t|-1 0 1

a) Bestdm en approximation till f_ll f(t) dt med trapetsformeln. (1p)
b) Bestdm interpolationspolynomet genom de tre punkterna. (2p)
c¢) Bestdm en kvadratisk spline s(x) som interpolerar f i de tre punkterna och som uppfyller
s'(=1) =0. (3p)
Uppgift 6.
a) Visa att Newtons metod for ekvationslosning i en variabel konvergerar kvadratiskt vid
en enkelrot. (3p)
201+ 2x129+2=0

b) Betrakta ekvationssystemet i3 —4ze +13=0 .

—x? 4 xg— s —1=0
Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)



Uppgift 7.
a) Hirled Gauss-Newtons metod for att 16sa ett icke-linjiart minstakvadratproblem. (3p)
b) Betrakta den olinjara modellen W(x,t) = x1(t + 1) 4+ 22t~*3 som vi 6nskar anpassa till
méttabellen

t10 1 2 3 4
vi1 3 4 6 7

i minsta-kvadrat-mening. Teckna Gauss-Newtons metod for att losa problemet. Ange
explicit hur residual och Jacobian ser ut i férsta iterationen om du startar i zo = [1 1 1]%.
Iterationssteget behover inte utforas (beriknas). (4p)

Uppgift 8.
a) Definiera allmént vad som menas med approximationsordning for en ODE-lsare. Ange
approximationsordning och stabilitetsomrade for Eulers framatmetod. (2p)
b) Betrakta foljande andra ordningens differentialekvation, dir a &r en parameter:
y'=@-ay -1, 0<t<1
y(0) = 0.5
y'(0)=0
Lat a = 1. Utfor ett steg med Eulers framatmetod och steglangd A = 0.1. (3p)
c) Lat nu a bero pa lsningen enligt a = 2y(1) — ¢/(1). Formulera problemet med inskjut-
ningsteknik, ange den ekvation som ska losas for att fa fram a samt teckna sekantmetoden
for att l6sa den ekvationen. (3p)
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1 -1 1 -1 1 -1 1 —1 1 -1 1 -1
la) Gausselimination: 1 1 1 1|—=1]0 20 2(—-]0 20 2
-1 -5 -1 =5 0 -6 0 —6 0 00 O

Homogena systemet med denna uppat trianguldra matris har parameter-losningen
z=s[-101 0] +¢t[0 -1 0 1],

sa bas for nollrummet &r {[ =1 0 1 0 }T, [0 -1 0 1 }T}

1b) Vi ser att de tva forsta kolonnerna i Gauss-elimineringen dr pivot-kolonner, da spianns
kolonnrummet av de tva forsta kolonnerna i ursprungsmatrisen,

dvs {[ 11 -1 }T, [ -1 1 -5 }T} ar bas for kolonnrummet.

1c) Dimensionen for radrummet ar 2 (samma som dimensionen for kolonnrummet och det
ar 2 enligt b)-uppgiften). Vi ser att de tva forsta raderna &r linjirt oberoende och vi kan
ta dem som bas fér radrummet som alltsa blir {{1 -1 1 —1], [1 1 1 1]}

1d) Rangen dr dimensionen pa viarderummet, och det framgar av b)-uppgiften att rangen
ar 2.

2a) Avbildningen pa baselementen ger:
D(sint) = cost, D(cost) = —sint, D(tsint) =sint+tcost, D(tcost) = cost — tsint.
Avlasning av koordinaterna for dessa element i aktuell bas ger matrisens kolonner. Vi far

0 —1 1 0

1 0 0 1
M = 0 00 -1

0O 01 O
2b) Egenviirdena bestdms fran de tva diagonalblocken. De blir Ay = Ay = 4 (multi-
pelt) och A3 = Ay = —i (multipelt). Egenvektorerna till matrisen bestdms pa vanligt

satt fran homogena systemet (M — Agl)vp = 0 och ger v; = vy = [ 1 -4 0 0 }T och
V3 = Uy = [ 1 400 }T. Egenvektorerna (egenfunktionerna) till avbildningen blir da
sint —icost och sint + i cost.

2c) Koordinatvektorn for integranden &r v = [0 —1 3 1 ]T. Vi soker alltsa en ko-
ordinatvektor u sadan att Mu = v. Relativ enkel elimination (ta ekvationerna i lamplig
ordning) ger u = [ 2 11 -3 }T. En primitiv funktion blir alltsa 2sint+cost 4t sint —
3t cost.

3a) Minsta-kvadratproblemet &r problemet min,| Az — b||2.

3b) b = Az ska vara biista approximation till b i V(A) dvs felet ska vara ortogonalt mot
V(A) vilket ger AT(Az —b) =0 < AT Ax = ATb (normalekvationerna). Matrisen AT A &r
reguljir (inverterbar) ty den &r positivt definit enligt: 27 AT Az = || Az||3, som &r 0 endast



om x = ( eftersom A har full rang.

3c) Lat A = U3,V vara kompakt SVD av A. Da ér & = V31U en lésning ty
Ai = US, VIS UTy = U,UTD, dir V(Uy) = V(A) (viirderummen lika), dvs b = A#
dr ortogonala projektionen av b pa V(A). En allmén 16sning &r da & + zj, dér z;, € N(A)
enligt teorin for linjéra ekvationssystem. Eftersom A inte har full rang sa &r dim N(A) > 0
sa losningen ar inte entydig.

4a) Se kompendiet.

5 -1 0 0

. . . 1 5 0 0

4b) Den kvadratiska formen kan skrivas Q(z) = 2" Az med A = 0 0 3 -1
o 0 -1 3

Egenvérdena till A &r egenvérdena till diagonalblocken dvs A\; = 6, Ag3 = 4 (multipelt),
A1 = 2. Enligt Sats 4.14 i kompendiet blir stérsta viidret pa Q(z) lika med .27z som
alltsa ar 2 -6 = 12.

4c) Vi bestammer egenvektorn u som hor till storsta egenvirdet Ay = 6. Detta gors pa
vanligt sétt och ger u = [ 1 -1 0 0 ]T, som #r 16sningen eftersom u?u = 2.
4d) Enligt Sats 4.15 i kompendiet géller att 16sningen &r nést storsta egenvérde och

motsvarande egenvektorer. Vi far allsta Q(z) = Q(y) = 4 dér x och y &r linjart oberoende

(normerade) egenvektorer horande till egenvérdet A\y3 = 4. Tva aktuella egenvektorer
bestams pa vanligt sétt: x = \/Li [ 1100 ]T, Yy = \/Li [ 001 —1 }T.

5a) Integralen approximeras med 0.5(f(—1) 4+ 2f(0) + f(1)) = 3/2

5b) Ansitt polynomet som p(t) = co + c1(t + 1) + co(t + 1)t.

Bestéam koefficienterna successivt genom att sétta in interpolationsvillkoren:
p(—1)=2=¢ =2

p0)=1=24¢=1=¢ =-1

p(1)=—1=2-242=—1=cy=—05

Interpolationspolynomet blir p(t) =2 — (t +1) — 0.5(¢t + 1)t

5c¢) Splinen har tva delar: s1(t), —1<t<0, s3(t), 0<t<1.

Ansitt s; = 2+a(t+1)+0b(t+1)% (sa att villkoret s;(—1) = 2 giiller) med s} = a+2b(t+1).
Villkoret s} (—1) = 0 ger a = 0 och villkoret s1(0) = 1 ger sa b = —1.

Vi har alltsa bestdmt s1(t) = 2 — (¢ + 1) med s, (0) = —2.

Ansiitt vidare sy = 1 + ¢t + dt? (s& att vilkoret s5(0) = 1 giiller) med s, = ¢ + 2dt.
Splinevillkoret s5,(0) = —2 ger ¢ = —2 och villkor s5(1) = —1 ger sa d = 0.

Vi har alltsa bestamt sy = 1 — 2¢.

~—



6a) Se kompendiet.

2x1 —l— 201T9 + 2 2+ 2x9 211 0
6b) [ = xle 4y + s J= 3zird  —4+ 2x913 1
—xl + z9 — x1x3 -1 —2:1:1 — x% 1 —Bxlxg
0 2
Xp = 0 s f(): [0 —4 1 s X1:X0—J0\fo
0 0 1
2 0 0 2 1
Ekvationssystem Jysg = fo< | 0 —4 1 | s9= 0 Sso=| —1
0 1 0 —1 —4
—1
X1 =Xg— Sg = 1
4

7a) Se kompendiet.
7b) Lat f; = W(x,t;) — ¥, vara residualerna dar ¥; &r uppmétt virde i tid ¢; enligt tabellen.

ry— 1 1 0 0

21 + 19 — 3 2 1 0
Vifarda f = | 3x1 + 292778 —4 |. Jacobianen blir J = | 3 277 —x927"3[n(2)
4xy + 937" — 6 4 377 —x937"8[n(3)
By + 2247 — 7 5 AT _gyd s n(4)

Tpy1 = T + Sk

J(xr)sy = —f(an)

Gauss-Newtons metod skrivs:

0 1 0 0

0 2 1 0
Med start i g = [1 1 1]7 blir f(xg) = | —1/2 | och J(xg) = | 3 1/2 —1/2In(2)
_5/3 4 1/3 —1/3In(3)
~7/4 5 1/4 —1/4 In(4)

8a) Om for en steglingd h det lokala felet fir av ordning hP*! sa séigs metoden ha approxima-
tionsordning p. Eulers framatmetod har approximationsordning 1 och stabilitetsomradet
ar for z = hA cirkelskivan {z; |1 + z| < 1}.

) »(0) =05
i= D —1), 12(0)=0

/
Y2
o Coa b (1O L (O D)=
Euler framat med h = 0.1 blir: <y2(0.1) ~ 0 +0.1 075 ) — \ 0.075 )

8c) Eftersom losningen till ODE-problemet nu &ven beror pa a sa skriver vi den som y(t, a).
Den ekvation som ska losas ar g(a) = a—2y;(1,a)+y2(1,a) = 0. Sekantmetoden f6r denna
ekvation blir:

i

8b) Vi skriver om problemet pa systemform: ?(J

Sl

a — o — arp—2y1 (La)+y2(1,05) (ap—ax_1) E—1.9
ktl = ) kT =2y (Lar) w2 (Lag) —ar—1+2y1 (Lar—)—v2(Lag—1)’ * . i
med tva startapproximationen ay och a;. For varje nytt a; maste alltsa ODE-problemet

l6sas.




