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Uppgift 1.

Betrakta avbildningen F', definierad av F'p(t) = (t + t?)p(t), fran rummet P, till rummet
P, dér P, dr rummet av polynom pa R av grad < k.

a) Visa att avbildningen &r linjér. (2p)

b) Bestam matrisen for avbildningen i standardbaserna fér P, och P;. Standardbasen i Py
dr monomen dvs {1, ¢, t2, ..., t*}. (2p)

c) Visa att {1, 1+¢, 1+¢+#*} dr bas i P, och bestdm matrisen fér avbildningen i denna
bas i P, och standardbasen i P;. (3p)

Uppgift 2.
2 -1 1 2
a) Gor en LU-faktorisering utan pivotering av matrisen 6 1 4 4. (3p)
—2 5 1 1

b) Nér ar det speciellt lampligt att LU-faktorisera en matris i samband med 16sning av
motsvarande ekvationssystem? Ge exempel pa en relevant tillimpning som illustrerar
detta. (2p)

c) Ge exempel pa en reguljir (inverterbar) matris som inte kan LU-faktoriseras (med vanlig
normering av matrisen L) utan pivotering. Visa att matrisen inte kan LU-faktoriseras. Ge
en transformation (pivotering) av matrisen sa att en LU-faktorisering existerar. (3p).



Uppgift 3.
a) Definiera minsta-kvadrat-problemet som hor till ett 6verbestamt linjart ekvationssystem
Az = b, dar A € R™*"™ med m > n och rangA = n. (1p)
b) Lat A = QR vara kompakt @) R-faktorisering av A. Visa att minsta-kvadrat-16sningen
ges av systemet Rz = Q7. (3p)
Ledning. Normalekvationerna far anvéndas utan bevis.
c) Anta nu att rangA = r < n och att A = U, %, VI &r en kompakt SVD-faktorisering av
A. Da ér en 16sning till minsta-kvadrat-problemet x = V;X'U['b. Visa att denna 15sning
dr den 16sning som har minsta norm |[|z||s. (Du behover alltsa inte visa att x &r en 16sning.)
(3p)
Uppgift 4.
a) Definiera vad som menas med att en matris dr diagonaliserbar. (1p)
b) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden

) (t) = —2x1(t) + 2x2(t) + 3(t), 21(0) = —4

xh(t) = 2x1(t) — 222(t) + 223(t), 22(0)=1 . (4p)

x4 (t) = —x3(t), z3(0) =3
c) Varfor fungerar inte diagonaliseringsmetoden i uppgift b) om andra ekvationen i sys-
temet and-ras till ) (t) = —2xq(t)+2x3(t), 2(0) = 17 Var i processen uppstar problemet?
(2p).
d) Definiera vad som menas med ett defekt egenvirde och relatera begreppet till c¢)-
uppgiften. (2p)
Uppgift 5. r
a) Betrakta f =t— % som en approximation till f = sint. Teckna framatfelet och bakat-
felet for approximationen f (to) till f(to) i punkten to. (3p)
b) Definiera vad som menas med att en approximation f av f (som i a)-uppgiften) ér
stabil. (1p)
c) Harled ett (approximativt) uttryck for konditionstalet vid funktionsberidkning i en en-
variabelfunktion f(z) i punkten xy. (3p)

Uppgift 6.

a) Gor en iteration med Newtons metod med start i [ } pa det icke-linjéra ekvations-

1
2
. Xy + T1x2 — 1=0
systemet: { Dy 4l —2 =0 (3p)
b) Ange en startapproximation i a)-uppgiften som inte fungerar. Varfor fungerar den inte?
(1p)
c¢) Skriv upp vad som menas med en Kvasi-Newtonmetod. (2p)



Uppgift 7.

a) Formulera linjesokningsproblemet vid optimering i flera variabler utan bivillkor. (2p)
b) Betrakta problemet att minimera f(x1,z3) = 23 + 275 — 275 utan bivillkor. Gor en
iteration med Steepest Descent-metoden, med start i origo och exakt linjesokning. (4p)
¢) Undersok med hjéilp av gradient och Hessian om punkten du fatt i b)-uppgiften &r
16sningen till problemet. (2p)

Uppgift 8.

Betrakta prediktor /korrektorparet Eulers framatmetod som prediktor och trapetsmetoden
som korrektor for att losa begynnelseviardesproblem for system av ordinéra differential-
ekvationer.

a) Anta att man gor en fixpunktsiterationer i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (2p)

b) Bestdm approximationsordning for metoden i a-uppgiften. Vad blir approximations-
ordningen om man itererar till full konvergens i fixpunktsiterationen? (3p)

c) Bestam stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften. Vad blir stabilitetsomradet om
man itererar till full konvergens i fixpunktsiterationen? (3p)
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la) Lat p och ¢ vara tva polynom i P, och lat o och 3 vara skaldrer.

Da giller F(ap(t) + Bq(t)) = (t + *)(ap(t) + Bq(t)) = a(t + ¢*)p(t) + B(t + t*)q(t) =
aFp(t) + BFq(t), vilket visar att F' dr linjr.

1b) Kontrollera vad avbildningen gor pa baselementen: F'1 =t+t2 Ft=1>+13 Ft* =
3+ 4. Uttryck dessa vektorer i basen for P, och siitt koordinaterna som kolonner i aktuell

000
100
matris, somdablir M =1 1 0
011
00 1

1c) Overforingsmatrisen mellan den nya basen och standardbasen far vi genom att uttrycka
de nya baselementen i standardbasen och sétta koordinaterna som kolonner i matrisen, som

1 11
blir | O 1 1 |. Denna matris ar reguljar och da &r den nya basen en korrekt bas. Ma-
001
trisen for avbildningen i den nya basen for P, far vi pa liknande sétt som i b)-uppgiften.
000
111
Matrisen blir | 1 2 2
01 2
001
-1 1 2 2 -1 1 2 2 -1
2a) Tva stegs Gausselimination ger: 1 4 4 0 41 -2 | =0 4
—2 51 1 4 2 3 0 O
Den erhallna matrisen ér U i faktoriseringen och L fas genom skalning av kolonner i sam-
1 00
band med eliminationen och det ger L = 310
-1 11

2b) Néar man har samma matris men manga olika hogerled (som inte ér kénda fran borjan).
Da gors den kostsamma LU-faktoriseringen en gang och for varje nytt hogerled 16ses endast
tva trianguléra system. Exempelvis en mekanisk konstruktion som beskrivs av en matris
och dér de olika hogerleden ar olika belastningar pa konstruktionen. Losningen kan da
vara forskjutningar i konstruktionen i olika punkter.



2c) Ett enkelt exempel dr A = [ (1) (1) } Vi ansétter en faktorisering [ } ? } [ 8 g } =
{ ZC; b Z_)'_ . } . Denna matris kan inte vara A eftersom a = 0 ger la = 0. Byte av rader ger

enhetsmatrisen och den ar trivialt LU-faktoriserbar.
3a) Minsta-kvadratproblemet dr problemet min,||Az — b||».

3b) Normalekvationerna dr AT Ax = ATb. Siitt in Q R-faktoriseringen sa blir det
(QR)T(QR)x = (QR)™b & RTQTQRx = RTQTh. Hir dr Q ortogonal sa QTQ = I.
Systemet blir RT Rz = RTQTb. Vidare #r R och dirmed RT reguljir. Vi far alltsa systemet
Rz = Q7b, v.s.v.

-1

3c) En allmén 16sning kan skrivas z = Vi X 1UTb + y, dér y, dr en 16sning till homogena
systemet dvs. xz, € N(A). Va2 &r en bas for N(A), dar V, kommer fran den fulla SVD-
faktoriseringen och V' = [Vi V4| &r ortogonal. Den allména losningen kan alltsa skrivas
x = Viyr + Vayo = Vy, dér y = zl och y; = X 1UTb. Foér normen giller da ||z]|3 =
2

IVl = llyll = llgall + lly2l13, som minimeras da yo = 0 dvs da & = VX' U{'b.

r

4a) En matris A dr diagonaliserbar om det finns en icke-singuldr matris V' sadan att
VYAV = D, dir D &r en diagonal matris.

-2 2 1
4b) Problemet &r pa matrisform 2/ = Az, dér A = 2 =2 2 |. Egenvarden och
0 0 —1
egenvektorer beriknas. Egenvéirdena ar \y = 0, Ay = —4, A3 = —1.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\iI)v; = 0 och blir: v; = (1,1,0)", vy = (=1,1,0)T och v3 = (-5, —4,3)T.
Losningsformeln &r sedan

1 —1 )
x = creMtu + cpe™tuy +czeMtug = | 1| 4 coe™H 1| +cset| —4
0 0 3

Koefficienterna c¢;, ¢o och ¢z bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
1 -1 =5 c1 —4

1 1 —4 co | = 1 |, med l6sning ¢; =3, ¢co =2, c3=1.
o 0 3 c3 3
1 -1 -5
Losningen blir alltsd z =3 | 1 | + 2% 1 |+et| —4
0 0 3
-2 2 1
4c) Matrisen blir nu A = 0 —2 2 |. Egenvirdena blir —2, — 2 och —1. Det
0 0 -1

gar inte att finna en linjdrt oberoende méngd av tre egenvektorer sa matrisen dr inte
diagonaliserbar. Diagonaliseringsmetoden kan alltsa inte fungera.



4d) Ett egenvirde ér defekt om geometriska multipliciteten och algebraisk multipliciteten
inte #e lika. For egenvirdet —2 i uppgift c) géller att den algebraiska multipliciteten &r 2
men den geometriska multipliciteten ar 1. Egenvérdet ar alltsa defekt och matrisen &r da
inte diagonaliserbar.

5a) Framatfelet ar f(ty) — f(to) = to — % — sinty. Bakatfelet &r arcsin(to — %) — to.

5b) f ar en stabil approximation av f om bakatfelet &ar litet.

5c¢) Felet i en funktionsberidkning f(z), som beror pa felet dz i x, definieras som

df = f(x + dx) — f(x) som med Taylor-utveckling kan approximeras (for sma dx) med
Of ~ f'(z)dx. For det relativa felet far vi % ~ {2z )M =& zf & f( 2I'®) - Konditionstalet &r

beloppet av kvoten mellan relativa felet i f och relatlva felet i z. Konditionstalet blir alltsa

K~ \xf (I)| i punkten xy alltsa k ~ |x(}fxa:o) .

6a) Viskalosa f(x) = 0déar f = ;;—;x_l:;;:%_ 12
102 + Xy —

onli], foz[i}, Joz[g é}; X1:X0—J0\f0

‘ B 3 1 B —1 o —4/13
Ekvationssystem Jysp = —fo & [ 9 5 } S0 = [ -1 } < S0 = [ —1/13 }
9/13 ]

12/13

2:61 + X9 T

. Jacobianen blir J = [ 92y 221 + 322

Xl—X0+SO—|:

. . 0 . : .
6b) Startapproximationen zy = [ 0 } fungerar inte eftersom Jacobianen i den startpunk-

ten ar J(xg) = { 8 8 ], som ar singulér.

6¢c) En Kvasi-Newtonmetod skrivs zy.1 = xy + sg, diar Bysy = —f(x). Har dr By en
approximation av J(xy).

7a) Linjesokningsproblemet dr minger f(xr + asg), dar f ar den funktion som ska min-
imeras och s; ar en vald sokriktning i punkten x.

'7b)F(')'rSDberéiknarvin:{45%12]7 Vf0:|: 02]’ 80:{3}
y — _

Linjestkning: Lat g(a) = f(xo + asg) sa far vi g(a) = 8a* — 4a, ¢'(a) = 16 — 4. Vi far

0.5
och Hessianen H = { 2.0 }

minimum for g(«) i punkten o = 0.25. Detta ger x; = zo + asg = ( 0 )

0
ar positivt definit, sa punkten &r en minpunkt, dvs l6sningen till problemet.

7c) 1 den erhallna punkten i b)-uppgiften géller Vf = { 0 0 4



8a) Trapetsmetoden &r g1 = yx + 5 [f (tr, yr) + f (a1, Yair)]
Med en fixpunktsiteration fran Eulers framatmetod blir metoden:

Yrs1 = Y + 21 ey ) + f (begr e + hf (b 0r))]-

8b) Metoden pa testproblemet y’ = Ay blir

Yk+1 = Yk + %[)\yk + )\(yk + h)\yk)] = yk(l + hX + h22>\2).

Formeln stimmer till tre termer med exakta 16sningens tillvixtfaktor e = 1+h\+ h22/\2 +...
och metoden &r da av ordning 2.

Om man itererar till konvergens i prediktorn sa blir metoden trapetsmetoden som har
approximationsordning 2.

8c) Stabilitetsomradet &r de z = hA som ger begriansade 16sningar.

Fran b)-uppgiften ger detta: {z € C; |1 + 2z + §| <1}

Om man itererar till konvergens i prediktorn sa blir metoden trapetsmetoden som har hela
véanstra halvplanet av komplexa talplanet som stabilitetsomrade (den &r A-stabil).



