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LYCKA TILL!

Uppgift 1.
1 2 -1
. 01 -2
Betrakta matrisen A = 3 41
2 1 4

a) Bestdm en bas for nollrummet N(A). (3p)
b) Bestam en bas for virderummet V(A). (2p)
c) Ange rangen for A. (1p)

d) Ange dimensionen for radrummet till A. (1p)

Uppgift 2.
A Ag }
O Ay |
a) Visa att om A &r ett egenvérde till Ay; sa dr A\ dven egenvirde till A. (2p)
b) Visa att om \ &r ett egenvirde till A sa &r A dven ett egenvérde till nagot av diagonal-
blocken Aj; eller Ay, (3p)
c) Bestdm en matris sadan att dimensionen for egenrummet till nagot A ar strikt mindre
dn multipliciteten for A. (2p)

Betrakta en block-trianguldar matris pa formen A = [



Uppgift 3.

a) Visa att for en skaldrprodukt och notsvarande norm i ett linjirt rum géller:

<uv>= Y+ vl — Hlu— vl (3p)

b) Vi énskar bestimma bésta approximation av f = t* i underrummet P[0, 1] (méngden
av polynom av grad < 2) med avseende pa skalarprodukten < f, g >= fol f(t)g(t) dt. Skriv
upp det kvadratiska ekvationssystem vars losning ger svaret pa uppgiften. Ekvationssys-
temet behover inte losas. (4p)

Uppgift 4.

a) lat Q(z) = 2TAz, med A € R™™ symmetrisk, vara en kvadratisk form. Visa att
Amin < 35;—’4; < Aaz, dar A\, och A, &r minsta och storsta egenvérde till A. Visa att
grianserna antas med likhet da x &r egenvektor horande till A, respektive Apq.. (4P)
b) Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 5x% + 523 + 52 — 2x1x5.

Bestdm storsta virde pa Q(z) under villkor att 7z = 2. (2p).

c) Bestdm en vektor v med u'u = 2 s& att Q(u) dr maximal. (1p)

d) Bestim storsta viirdet pa Q(x) under villkoren 272 = 1 och 27w = 0 déir u &r 16sningen
i ¢)-uppgiften. Bestdm dven tva vektorer z for vilka Q(z) antar detta storsta virde. (1p)

Uppgift 5.

Ekvationen 2 —x — e® = 0 har en rot ndra x = 0.5. Vi 6nskar bestdmma en approximation
till roten med en iterativ metod.

a) Teckna Newtons metod for att 16sa ekvationen och gor en iteration fran startapproxi-
mationen o = 0. (2p)

b) Teckna en konvergent fixpunktsiteration for att losa ekvationen och gor en iteration
med metoden fran startapproximation zo = 0. (2p)

Ledning: In2 = 0.69.

c) Gor en grov feluppskattning for approximationen i a)-uppgiften. (2p)

Ledning: %5 ~ 1.65.

Uppgift 6.

a) Definiera linjesokningsproblemet vid optimering i flera variabler utan bivillkor. (2p)
b) Hérled en formel f6r optimal stegldngd vid linjesokning da funktionen som ska minimeras
ar kvadratisk med positivt definit Hessian. (4p)

c) Betrakta den olinjira modellen W(x,t) = z1 + 2ot + €73 som vi onskar anpassa till
méttabellen

t |0
1

3
v 5

1 2 4
2 4 7

i minsta-kvadrat-mening. Teckna Gauss-Newtons metod for att 1osa problemet. Ange
explicit hur residual och Jacobian ser ut i forsta iterationen om du startar i zo = [1 1 0]%.
Iterationssteget behover inte utforas (beridknas). (4p)



Uppgift 7.
Heuns metod for begynnelsevirdesproblem for ordinéra differentialekvationer definieras av:

Yrs1 = Yk + 2L (tey y) + (e + Dy ye +hf (tey yi))}

a) Bestdm approximationsordning och stabilitetsomrade for Heuns metod. (5p)

b) Betrakta det linjdra ode-systemet: ' = Ay, t > 0, y(0) = { 1 ] dar A = { _11 _12 }
Undersok om systemet &r stabilt. (2p)
c) Bestdm en approximativ 16sning till problemet i b)-uppgiften i punkten ¢ = 0.5 med

Heuns metod och steglingd h = 0.5. (3p)
Uppgift 8.

"ol ot <<
Betrakta randvérdesproblemet { Yy -2y +y=tsint, 0<st<1

y(0) =0, y(1)=1
a) Formulera om problemet for inskjutning och ange den ekvation som metoden leder till.

(3p)
b) Teckna en lamplig iterationsmetod for att 16sa ekvationen i a)-uppgiften. (2p)
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la) Gausselimination: 54 11710 22 41100 o =U
2 1 4 0 -3 6 00 O

Homogena systemet med denna uppat trianguldra matris U har parameter-16sningen

r = s[—3 2 1]7, s& bas for nollrummet #r [-3 2 1]7.

1b) Vi ser att de tva forsta kolonnerna i Gauss-elimineringen dr pivot-kolonner, da spéanns
kolonnrummet av de tva forsta kolonnerna i ursprungsmatrisen, dvs {[1 03 2|7, [214 1]T}
ar bas for kolonnrummet.

1c) Rangen dr dimensionen pa virderummet, och det framgar av b)-uppgiften att rangen
ar 2.

1d) Dimensionen for radrummet &r samma som dimensionen for virderummet (kolonnrang
= radrang) och ar alltsa 2.

2a) Enligt forutsittning géller A3z = Az for en egenvektor x # 0. Da géller

T . AHJZ . T . . .
A{O] = { 0 ] )\[Ol,dvs. A dr egenviarde till A.

2b) Enligt forutsidttning géiller A { ZZ/ } =\ [ Z } , dér inte bade y och z kan vara nollvek-

torn. Detta kan skrivas

Any 4+ Az = Ay
AQQZ = Az

Om nu z # 0 sa ar A egenvérde till Ay enligt andra ekvationen. Om z = 0 och ddrmed

y # 0 sa ar A egenvirde till Aj; enligt forsta ekvationen.
1

01 } , som har egenvirde A = 1 med multiplicitet 2 men

2c) Exempelvis matrisen A = [
egenrummet till A =1 &r Span{{ (1) }} som har dimension 1.
3a) Utveckla hogerledet enligt definition av norm:

1 , 1 , 1 1
Z||u+v|| —Z||u—v|| :Z<u+v,u+v>—z<u—v,u—v>

()| +|vl]* =2 < u,v >) =< u,v >,

1 1
= Z(llP+ ol +2 < w0 =) = 5

som ar vansterledet.



3b) Felet ska vara ortogonalt mot underrummet, dvs mot alla baselement i underrummet.
Ta standardbasen for P,[0, 1] dvs. {1, ¢, t*}.

Lat approximationen vara uttryckt i basen som f = ¢y + c1t + cot?. Villkoren att felet
f —f= f — t* ska vara ortogonalt mot baselementen blir da ekvationerna:

1 1
<co+clt+02t2—t4,1>:/ co+clt+02t2dt—/ thdt=0
0 0
1 1
<c0+c1t+c2t2—t4,t>:/ cot + e1t? + eot? dt—/ O dt=0
0 0

1 1
< co+ et + et —th 2 >:/ c0t2+c1t3+c2t4—/ t9dt=0
0 0

1 12 1/37 [ 1/5
Med evaluerade integraler far vi ekvationssystemet: | 1/2 1/3 1/4 c | =11/6
1/3 1/4 1/5 | | e 1/7

4a) Eftersom A ar symmetrisk dr den ortogonalt diagonaliserbar. Vi kan alltsa skriva
2T Az = y"'Dy, y = P'ox & o = Py, dir D 4r diagonal med egenviirden pa diagonalen
och P ir ortogonal med egenvektorer som kolonner. Vi far da Q(z) = Q(Py) = y' Dy =
MYE 4 o+ A2 > Xnin (U + o+ 12) = Aniny’ ¥ = Apinz? . Likhet far vi om y; = 0 for
alla \; > A\, dvs for o = Py = > Nh Yilli dér u; ar egenvektor motsvarande \;. Da ar
Ax = Mnin Z)\i:)\min Yili = Amin® dvs x &r egenvektor horande till A,,;,. Pa samma sétt
visas Ovre gransen.

5 -1 0
4b) Den kvadratiska formen kan skrivas Q(z) = 2T Ar med A= | —1 5 0
0 0 5

Egenvirdena till A &r 4, 5 och 6. Det giller att 7 Az < a2’ z. Det storsta virdet &r
pa Q(z) da xTx = 2 &r alltsa 2\,,4, = 12.

4c) Storsta véirdet antas for egenvektor motsvarande A4, och som &r ¢ —1 1 | normerad
0
1
till lingd v2 dvs u=+v2 | —1
4d) Detta storsta varde ar néigt storsta egenvérde dvs 5 och antas for motsvarande normer-
ade egenvektor dvs x = £ 8
1



2—xp—e"k
b —1—ek
En iteration: 2y = g + 2:9100_—_6500 =0— 2_—21 - %

5b) Skriv ekvationen e* = 2 — z och logaritmera: x = In(2 — z).
Ungefarligt konvergenskriterium: |r%53| ~ 0.67 < 1.

Iteration: 11 = In(2 — xy).

En iteration: z; = In(2 — xp) = In2 ~ 0.69.
2—%—e%| ~ 015

5c) Feluppskattning: |27 — z*| < | —
+e

5a) Newtons metod: xpyq = xp —

6a) Betrakta min f(z), f: R" — R med approximation xj och vald sokriktning s;. Da
ar linjesokningsproblemet: min f(xy + asg) med avseende pa «.

6b) Lat g(a) = f(zx + asg). Da ar linjesokningsproblemet min g(«) och vi far 16sningen
genom ¢'(a) = 0. Nu ér f kvadratisk, f = Je"Ho +b"z+csa ¢'(a) = Vf(zp+asy) sy =
(H(xp, + asg) +b) sy, = (Hzy + b+ aHsy) s, = (Vf(xr) + aHsy,)sp och ¢'(a) = 0 om

Vf(xr) sy + ast Hs, = 0 dvs for a = —Vé(f—]’}is’“. Observera att H dr symmetrisk.
6¢c) Lat f; = U(x,t;) — U, vara residualerna Iaér U, dr uppmatt virde i tid ¢; enligt tabellen.
Ty 10 0
Ty + X0+ —2 1 1 —e™™
Vifarda f = | o1+ 229 +e72% —4 |. Jacobianen blir J = | 1 2 —2e7 2%
r1 + 3x0 + e 3 _ 5 1 3 —3e 3=
1+ 4dxy + e — 7 1 4 —4e s

Tyl = T + Sk

Gauss-Newtons metod skrivs: J(xg)sy = —f ()

1 1 0 0
1 1 1 -1
Med start i 7o = [1 1 07 blir f(zg) = | 0 | och J(zg)= |1 2 -2
0 1 3 -3
—1 1 4 —4

7a) Tillampa metoden pa testproblemet: y' = Ay.

Vi far dé yrgr = i+ 5{0 + Ak + DAy} = v+ PAye + 25500 = (1 + DA+ 155).
For approximationsordningen jamfor vi tillvaxtfaktorn 1 4+ hA + % med tillvaxtfaktorn
for den exakta 16sningen e = 1+ h\ + @ + @ + ... och finner att de 6verensstammer
med tre termer. Lokala felet &r da = O(h®) och approximationsordningen #r 2.
Stabilitetsomradet &r méngden A\ i komplexa talplanet for vilka 16sningarna ér begriansade.
Vi far fram stabilitetsomradet fran tillvixtfaktorn ovan med z = hA:
S={zeC;1+2+2|<1}.

7b) Vi beriiknar egenvérdena till matrisen A. De blir —g + ‘/75 Bada ar negativa sa
systemet ar stabilt.




o h-an=| 3 L]0

|-
y0+%f0:[”+%[—()1__:[1}21
f(yﬁ%fo):A[l}?}: i —12} 1}2 - _3/2

T -1/27, [1 ~1/87 [7/8
e B R Y e i I B R R e B
8a) Skriv om problemet som system av forsta ordning genom y; = y och yo = ¢/'.
{ Y = Ve, y1(0) =0

yé =tsint — U1 + 2y2, yg(l) =1
Infor begynnelsevirdesproblem med variabel s:

{ Y = 1o, y1(0) =0

yy = tsint —y1 +2ya, 12(0) =s
Anpassning till givet randvéirde ger ekvationen y,(1,s) —1 = 0.
8b) Ekvationen i a)uppgiften kan 16sas med sekantmetoden:
(y2(L,s5)—1)(Sk—Sk—1)
y2(1,sk)—y2(Lisg—1) ~

Sk+1 = Sk —



