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Uppgift 1.
113 3
Betrakta matrisen A = 2 0 4 2
3 2 8 7

a) Bestdm en bas for nollrummet N(A). (3p)
b) Bestdm en bas for varderummet V(A). (3p)
c) Ange rangen for A och dimensionen for radrummet till A. (2p)

Uppgift 2.
a) Lat U vara ett underrum till det linjéra rummet V. Visa att om u’ &r ortogonalprojek-

tionen av en vektor u € V' pa underrummet U sa ér v’ den vektor i U som ligger nidrmast
u. (4p)
b) Lat U vara det underrum i R° som definieras av { 32, +élx;f27;3xj gx?—:%i:: 1 ii Z 8

Bestédm det minsta avstandet fran (1,5,4,—2,7,—3) till U. (4p)



Uppgift 3.

a) Lat T : V — W vara en linjir avbildning. Visa att om {vy, va, ..., v,} &r linjért
beroende i V' sa dr {T'(vy), T'(v2), ..., T'(v,)} linjért beroende i W. (3p)

b) Betrakta den linjéira avbildningen T : P3 — P3 definierad av T'(p) = t2p”(t) + p/(t), dér
Ps dr mangden av polynom av grad < 3. Bestdm matrisen for avbildningen i standardbasen
for Pg. (3p)

c¢) Bestdm tva polynom sadana att T'(p) = ap for avbildningen i b)-uppgiften och f6r nagot
a € R. (2p)

Uppgift 4.

a) Visa att om A € R™ ™ dr en symmetrisk, positivt definit och ortogonal matris sa géller
att summan av egenvirdena &r lika med matrisens ordning n. (3p)

b) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden

2y (t) = =bxy1(t) + 2xo(t), x1(0) = —6

25(t) = —2x(1), 22(0) =3 . (4p)

xh(t) = x1(t) + 222(t) — x3(t), x3(0) = —6
Uppgift 5.

a) Hérled en anviandbar formel for felfortplantning i en variabel och ange med hjilp av den
en felgrans for det fortplantade felet. Ange de forutsidttningar som géller for att den ska
kunna anvéndas. (3p)

b) Anta att vi vill approximera sint néira t = 0 med tva termers Maclaurinutveckling.
Teckna framat- och bakatfelen vid approximationen da ¢ = 0.1 (utan att géra nagra nu-
meriska berdkningar av ingaende funktionsvérden). (3p)

c) Namn en situation da det &r ldmpligare att anvinda bakatfelet &n framatfelet. (1p)

Uppgift 6.
a) Gor en iteration med Gauss-Newtons metod med start i origo pa det 6verbestdmda
icke-linjéra ekvationssystemet:

2?4+ 222 = 0.7

1+ 25 =06 .
r|+ 19 = 1

Los det uppkomna 6verbestdmda linjira systemet med normalekvationerna. (4p)
b) Ange en i allménhet béttre metod &n normalekvationerna for 16sning av 6verbestdmda
linjéra system. I vilket avseende dr metoden béttre? (2p)



Uppgift 7.
Betrakta foljande andra ordningens differentialekvation, dér a &r en parameter:
y'=@y—-a(y-1), 0<t<1
y(0) =0
y(0) = 0.5
a) Lat a = 1. Utfor ett steg med Eulers framatmetod och steglingd A = 0.1. (3p)
b) Undersok om metoden i a)-uppgiften &r stabil i startpunkten. (3p)
c) Lat nu a bero pa losningen enligt @ = y'(1) — y(1). Formulera problemet med inskjut-
ningsteknik, ange den ekvation som ska losas for att fa fram a samt teckna sekantmetoden
for att 16sa den ekvationen. (3p)

Uppgift 8.

a) Definiera linjesokningsproblemet i samband med en sokmetod for att losa optimer-
ingsproblem i flera variabler utan bivillkor. (2p)

b) Betrakta Kvasi-Newton-metoden: Bys, = —V f(xy). Visa att s blir en descentriktning
om By, ar positivt definit. (2p)

c) Betrakta problemet att minimera f(x1,22) = 23 + 23 — z; — x5 utan bivillkor. Los
problemet approximativt med en iteration i Steepest Descent-metoden, med start i origo
och exakt linjestkning. (3p)
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la) N(A) = {z € R Az = 0}. Vi loser alltsi homogena systemet Az = (0. Tva

1 1 3 3
radreduceringar ger Bx = O med B = | 0 —2 —2 —4 |. En parameterlosning blir
0O 0 0 ©
—t —2s —1 —2
—2t — s . - —2 —1 .
och vi kan vilja vektorerna N E L | som bas for N(A).
t 1 0
1 000
1b) V(A) = {Az;z € R'}. Tva kolonnreduceringar ger matrisen | 2 —2 0 0 | och
3 =1 0 0
1 0
vi ser att vi kan ta vektorerna | 2 |, —2 | som bas for V(A).
3 —1

1c) Rangen dr dimensionen for V(A) och den ér 2 enligt b)-uppgiften. Dimensionen for
radrummet dr samma som dimensionen for varderummet (kolonnrang = radrang) och &r
alltsa 2.

2a) Se Lay, sats 9, kapitel 6.
2b) Lat A vara matrisen
1 -11 -1 1 -1
A= (3 37 55 1) '

D4 dr U nollrummet till A, U = N(A). Vi projicerar forst pa U+ = N(A)+ = V(AT),
som genereras av vektorerna vy = (1,—1,1,—1,1,—1), v, = (3,3,7,5,5,1). Vi skaffar en
ON-bas for Ut genom Gram-Schmidts metod. Vi far €/ = v; och €}, = vy — ﬁ% =
vy — Se; = (2,4,6,6,4,2).

6
Med e; = e/|le}]], i = 1,2 far vi en ON-bas for U+:

e = %16(1,—1,1,—1,1,—1)
€y = 4—\ﬁ<2,4,6,6,4, 2)

Ortogonalprojektionen av u = (1,5,4,—2,7,—3) pa Ut dr: v’ = (u-e1)e; + (u-ex)ey =
2(1,-1,1,—-1,1,-1) + 3(2,4,6,6,4,2) = (3,0,5,1,4, —1).

Avstandet till underrummet blir alltsa ||u”|| = 2v/13.

Alternativt kan man l6sa normalekvationerna av andra slaget: AATz = Au, berikna
u”" = ATx och ||u”|.



3a) Att {v, ..., v,} &r linjart beroende innebér att det finns en linjér kombination

a1vy; + ... + a,u, = 0 utan att alla a; ar noll. Betrakta da avbildningen 7" pa samma
linjirkombination. Da géller eftersom T &r linjér, speciellt &r 7'(0) = 0:

T(oqvy + ... + apu,) = 0

arl(v) + ...+ T (v,) =0

Detta &r en linjarkombination av vektorerna {T'(v1), ..., T'(v,)} som &r noll utan att alla
a; &ér noll. Alltsa ar vektorerna linjért beroende.

3b) Avbildningen pa standardbasen {1, ¢, t?, 3} for Ps ger:

T(1)=0, T(t)=1, T(t?) =2t*+2t, T(t*) = 6t>+ 3t*>. Avlisning av koordinaterna for

0100
: . o 0020
dessa element i P3 ger matrisens kolonner. Vi far M = 00 2 3
0006
c) Tva egenvektorer till M dr t. ex. e; = (1,0,0,0)7 och ey = (1,2,2,0)T. Motsvarande

polynom &r p; = 1 och py = 1 + 2t + 2t2.

4a) En symmetrisk, positivt definit matris har reella, positiva egenvirden (sats i boken).
For en ortogonal matris () géller att egenvardena har beloppet 1, ty for A egenvéarde och x
egenvektor giller ||Qz|| = || Az|| = |Al||z]| och eftersom ||Qz|| = ||z]|| for en ortogonal matris
(sats i boken) sa géller |A\| = 1. Alla n egenvirdena dr positiva och med beloppet 1, allsta
ar alla lika med 1, och summerar till n.

-5 2 0

b) Problemet &r pa matrisform 2’ = Az, dar A = 0 —2 0 |[. Egenvirden och
1 2 -1

egenvektorer berdknas. Egenvéirdena ar \y = —5, Ay = =2, A3 = —1.

Motsvarande egenvektorer fas genom l6sning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\I)v; = 0 och blir: v; = (—4,0,1)T, vy = (=2, -3,8)T och v3 = (0,0, 1)7.
Losningsformeln ar sedan

—4 -2 0
T = creMtuy + o’y + ety = cre 0t 0| +ce | =3 | +c3et| 0
1 8 1

Koefficienterna ¢y, ¢3 och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
—4 =20 C1 —6

0 -3 0 co | = 3 |, med l6sning ¢; = 2, ¢ = —1, c3 = 0.
1 8 1 C3 —6
—4 —2
Losningen blir alltsa x = 2e~5! 0| —e | -3
1 8



5a) Felet x = &—ux fortplantas av funktionen f(z) till 6 f(x) = f(Z)— f(x). Medelvirdessat-
sen ger 0f(z) = f(§)(& —x) = f(§)dz ~ [f(2)0x. Ger felgrins [0f(x)] S [f/(2)][0x].

Anvéndbar for sma dz och om derlvatan f inte ar noll 1 nédrheten av  ~ x.
5b) Approximation sint ~ ¢t — &. Framatfelet: 0.1 — == —sin(0.1).
Bakatfelet: arcsin(0.1 — % 13) - 0.1.

5c¢) Nar man ska avgora om en algoritm dr stabil eller inte.

x? + 225 — 0.7

6a) Viska losa f(x) =0dér f =<¢ 1+ 23— 0.6 i minsta-kvadratmening.
1+ 19— 1
2x1 4xe
Jacobianen blir J = | 1 323
1 1
0 —0.7 0 0
Vifﬁirxoz{ }, fo=1| 06|, Jo=|1 0|, xi=x0—Jo\Jo
0
—1 1 1
. . . . 2 1 1.6
Ekvationssystem (normalekvationerna): Jy Joso = Jy fo < { 11 } So = [ q 1 &
o — —0.6 x5 — 0.6
0 —0.4 PR 04

6b) Q R—faktorisering eller SV D-faktorisering gor problemet mindre kénsligt for storningar
eftersom konditionstalet inte forddrvas lika mycket av 16sningsmetoden som vid normalek-
vationerna.

Ta) Vi skriver om problemet som ett forsta ordningens system:
1= 0)=0
r_ o) 1T v ( '
v=1w e HZE -, o) -0s
Euler framat med steglingd A = 0.1 blir: (g?jl(O‘l) ) 2 ( 0 ) + 0.1 < 0.5 ) =

0.5 0.5
0.05
0.55 )°

7b) Jakobianen blir f, = (

f,(0) = < _8.5 _11 ) Egenvirdena till f;(0) & A = —0.5 £ 0.54.

Eftersom |1 + hA| = 0.9513 < 1 {or dessa A sa dr metoden stabil.

7c) Eftersom 16sningen till ODE-problemet nu &ven beror pa a sa skriver vi den som y(t, a).
Den ekvation som ska 16sas ér g(a) = a —y2(1,a) +y1(1,a) = 0. Sekantmetoden for denna
ekvation blir:

0 1

v—1 1y —1 ) och i startpunkten blir den
2 — 1

a — an — ap—y2(Lar)+y1(Lak)(ax—ak—1) E—=1.92
k+1 ) k ar—y2(L,ar)+y1(1ar)—ar—1+y2(Lar—1)—y1(Lag1)’ i i
med tva startapproximationen ay och a;. For varje nytt ap maste alltsa ODE-problemet

losas.




8a) Sokmetod: xpy1 = xp + apdy, dir oy, fas som 16sning till linjesokningsproblemet:
minger f(xr + ady).

8b) Sokriktningen s dr en descentriktning i 3, om V f(az)Ts < 0. Om By, ér positivt definit
sa giller att x” Byx > 0 for varje vektor z. I vart fall har vi V f(xy)"sy = —s] Bisy < 0,

alltsa ar s; en descentriktning.
] 221 -1 !

Linjestkning: Lat g(a) = f(xo + ady) sa far vi g(a) = 2a* — 2o, ¢'(a) = 4a — 2 Vi far

minimum for g(«) i punkten o = 0.5. Detta ger x; = x¢ + ady = ( 82 )



