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Uppgift 1.
1 0 2
. 10 1 -1
Lat A = . -1 3
1 0 2

a) Bestdm bas for nollrummet Nul(A). (2p)

b) Bestdam bas for virderummet Col(A). (2p)

c) Bestdm rangen Rank(A). (1p)

d) Gor en LU-faktorisering (utan pivotering) av A. (2p)

e) Nir kan det i allménhet vara lampligt att LU-faktorisera en matris? (1p)

Uppgift 2.

a) Visa att om \ #r ett egenvirde till A € R™™ sa dr A dven egenviirde till AT. (2p)

b) En stokastisk matris har icke-negativa element och alla kolonnsummorna &r lika med 1.
Visa att en stokastisk matris har ett egenvirde lika med 1. (2p)

c) Visa att simildra matriser har samma egenvirden. Ge en relation mellan egenvektorerna
till simildra matriser. (3p)



Uppgift 3.

Lat T : CY(R) — C(R) vara definierad av T'(f) = (fg)’ (derivering), dir g € C*(R) &r en
fix given funktion.

a) Visa att T &r linjar. (2p)

b) Lat g(t) = t och betrakta T pa underrummet P, C C*(R), dvs T': P, — P,, dir P,
ar rummet av polynom av grad < n. Bestdm matrisen for avbildningen T i standardbasen
for P,. (3p)

c) Lat n = 3. Visa att {1, ¢, t* — ¢, t* + ¢3} &r bas for P och bestim matrisen for
avbildningen i b)-uppgiften i denna bas. (3p)

d) Ange for n = 3 fyra egenvektorer (egenfunktioner) till avbildningen i b)-uppgiften. (1p)

Uppgift 4.

a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
2y (t) = =5x1(t) + x2(¢) x1(0) = =3
xh(t) = 2z, (t) — 4ao(t) z9(0) =6 . (4p)

xh(t) = x1(t) — 222(t) — 223(t) x3(0) =5
b) Vi vill gora ett steg med Eulers bakatmetod och steglingd h = 0.2 fran z(0) pa prob-
lemet i a)-uppgiften. Skriv explicit (med alla tal angivna) upp det ekvationssystem som
ska losas for att fa approximationen efter steget. Systemet behover inte 16sas. (3p)

Uppgift 5.
Betrakta centraldifferenskvoten for approximation av derivata: f'(z) = W

a) Visa att felet, Ry (kallas trunkeringsfel) &r av ordning Ry = O(h?), h — 0. (3p)

b) Antag att f inte kan bestdmmas helt exakt utan med viss osikerhet: [6f| < e. Detta
ger ett fel i derivataberdkningen som vi betecknar Ry, och som alltsa beror pa osékerheten
i f-berdkningen. Visa att det blir konflikt mellan felen Ry och Ry nér det géller att vélja
bésta h, dvs det h som minimerar summan av felen, Ry + Ry. (3p)

c) Ta fram den differensmetod for ODE-problem som centraldifferensen av derivatan leder
till. Karakterisera metoden i termer av explicit/implicit och enstegs/flerstegs-metod. Ar
metoden stabil for h > 07 (4p)

Ledning for stabilitet: Testproblemet med yy =0, y; = 1.

Uppgift 6.
Bestim en kvadratisk spline, s(z), med nod i x = 0.5, som interpolerar 23 i punkterna 0,
0.5 och 1, och som uppfyller villkoret s'(1) = 3. (4p)



Uppgift 7.

a) Definiera linjesokningsproblemet vid optimering i flera variabler utan bivillkor. (2p)
b) Hirled en formel for optimal stegléngd vid linjesokning da funktionen som ska min-
imeras dr kvadratisk med positivt definit Hessian. (4p)

c) Betrakta den olinjdra modellen V(xz,t) = z1 4+ 2t™® som vi 6nskar anpassa till métta-
bellen

t |0
1

3
v 5

1 2 4
2 4 7

i minsta-kvadrat-mening. Teckna Gauss-Newtons metod for att losa problemet. Ange
explicit hur residual och Jacobian ser ut i forsta iterationen om du startar i zo = [1 1 1]7.
Iterationssteget behover inte utforas (beriknas). (4p)

Uppgift 8.

"o _ 42 <<
Betrakta randvirdesproblemet { y oy +y=t, 0<ts<l

y(0) =0, y(1)=1
a) Formulera om problemet for inskjutning och ange den ekvation som metoden leder till.

(3p)
b) Teckna en lamplig iterationsmetod for att 16sa ekvationen i a)-uppgiften. (2p)
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1 0 2 1 0 2 1 0 2
C 0 1 -1 0 1 -1 01 -1
la) Gausselimination: L -1 317101t 117100 ol~= U
1 0 2 0 0 O 00 O

Homogena systemet med denna uppat trianguldra matris U har parameter-16sningen

= s[—2 1 1]7, sa bas for nollrummet #r [-2 1 1]7.

1b) Vi ser att de tva forsta kolonnerna i Gauss-elimineringen ar pivot-kolonner, da spanns
kolonnrummet av de tva férsta kolonnerna i ursprungsmatrisen, dvs {[1011]%, [01 —1 0]}
ar bas for nollrummet.

1c) Rangen dr dimensionen pa viarderummet, och det framgar av b)-uppgiften att rangen
ar 2.

1d) LU-faktorisering &r en variant pa Gausselimination, dér rékningarna administreras sa
att A = LU, déar U &r den uppat trianguléra matris som ar resultatet av eliminationen och
L ar nedat trianguldr med ettor i diagonalen. Fran a)-uppgiften far vi da A = LU med

1 0 00
0 1 00
L= 1 -1 10
1 0 01

le) Néar man har manga hogerled med samma matris och hogerleden inte ér kénda fran
borjan.

2a) \ egenviirde innebér att det(A — M) = 0. Da giller dven det(AT — \I) =

det((A — X)T) = det(A — XI) = 0, dvs X egenvirde till AT,

2b) Lat e vara vektorn med idel ettor. Da giller enligt definition pa stokastisk matris att
ATe = 0 dvs AT har ett egenvirde 1 (och motsvarande egenvektor ¢). D4 har A egenvirde
1 enligt a)-uppgiften.

2¢) A och B similiira innebér att det finns icke-singulér matris P sa att A = PBP™!,

B = P7'AP. (z, \) egenpar till B: Bx = Az & P 'APx = Az & A(Pz) = \(Px), dvs
(Pz, \) egenpar till A.

(y, p) egenpar till A: Ay = uy & PBP 'y = yy & B(P ')y = u(P'y). Samma
egenvirden alltsa och egenvektorerna relaterade genom transformation med P resp P~ 1.



T(cf) = ((cf)g) = c(fg) = T(f).

3a) T(f +h) = ((f +h)g) = ({ g+hg) = (fg9) + (hg)" =T(f) +T(h)
3b) Bas B = {b; = t""1}"! T(b;) = (#1t)' = (#!)' = it"~! = ib;. Matrisen blir

1 0 0 .. 0
020 .. 0
Tls=]003 .. 0
000 .. n+1
10 0 0
2 3 2 " e . . . O ]. —1 0
C=A{1,t, t*—t, t°+t*}. Overforingsmatrisen till bas B = Pg._¢ = 00 1 1
00 0 1

Denna matris ér reguljér sa basen C dr ok! For avbildningens matris i denna bas berédknar
viT(1) =1=c, T(t) =2t = 2cy, T(t? —t) = 3t =2t = 3c3 + o, T(3+12) = 43+ 312 =

100 O
4e¢y — c3 — . Matrisen blir da [T)e = 8 (2) il)) :1
000 4

3d) Matrisen &ar diagonal med egenvérden pa diagonalen. Basfunktionerna &r alltsa egen-
funktioner, dvs 1, t, t2, t3.

-5 1 0
4a) Problemet #r pa matrisform =’ = Az, dir A = 2 —4 0 |. Egenvéarden
1 -2 =2
och egenvektorer berdknas. Egenvéirdena &r A\; = —2 samt egenvirdena till matrisen
{ _25 _14},soméir)\2:—3, A3 = —6.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\I)v; = 0 och blir: v; = (0,0,1)T, vy = (1,2,3)" och vg = (4, —4,—3)T.
Losningsformeln ar sedan

0 1 4
r = creMtuy + ety +ese™tus = e | 0 | e | 2 | Feze | —4
1 3 -3

Koefficienterna ¢y, cs och c3 bestdams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
0 1 4 (&1 -3

0 2 —4 co | = 6 |, med losning ¢c; = —1, co =1, c3 = —1.
1 3 -3 C3 5
0 1 4
Losningen blir alltsd o = —e 2 | 0 | +e 3 | 2 | —e % | —4
1 3 -3



4b) Eulers bakatmetod ser ut sa har: yg11 = yx+hAyg1 som kan skrivas (I—hA)yxi1 = Y.

2 =02 0
y1 fas alltsa fran 16sningen av ett ekvationssystem med matris I—hA= | —04 1.8 0
—-02 04 14

och hogerled yo = [-3, 6, 5]T.

5a) Taylorutveckling ger Ry = o [f(z + h) — f(x — h)] = f'(z) = 5 [f(x) —|— hf'(z) +
2P (2) 4 2 O w) — £(2) 4 () — 2 (1) + 2 O ) 4 O()] — () = {20 (2) +
O(h°)] — f'(z) = O(?).

5b) Vi far en gréns for funktionsfelet: |Ry| < ¢ = £. Detta fel har alltsa en gréns som
onskar ett stort h medan trunkeringsfelet onskar ett litet h. Har ar alltsa konflikten om
man onskar minimera summan av felen.

5¢) Differensmetoden blir pa vanligt séitt: ygr1 = yx—1 + 2hf(tg, yx) for problemet

y' = f(t,y). Viser att den &r tvastegs och explicit. For stabiliteten foljer vi ledningen och
ser var vi hamnar med testproblemet:

Yo =0, y1 =1, yo = 2h\, y3 = 1 +2h Ay = 1+O(h?), ys = yo+2hAys = 4hAH-O(h?), ys =
ys+2hAys = 1+O(h?), ys = ya +2h\ys = 6hA+ O(h3), .... Trenden ér nu klar, for jimna
k far vi yp = khA + O(h?) och |y| dr obegrinsad da k — oo om h > 0, godtyckligt litet.
Metoden é&r alltsa inte stabil for nagot A > 0.

6) Splinen har tva delar: s1(t), 0 <t <0.5, s5(t), 0.5 <t <1,

Ansiitt so = 1+ a(t — 1) + b(t — 1)2. Da giller s5(1) = 1 genom ansatsen. Vidare
dr sh(t) = a4 2b(t — 1) och villkoret s5(1) = 3 ger a = 3. Villkoret $,(0.5) = & ger
1—3+2b=1dvsb=73 och s(t) =1+3(t — 1)+ 5(¢t — 1), med 55(0.5) = 0.5.

Ansiitt s1(t) = £ + c(t — 0.5) + d(t — 0.5)%. Da géller 5,(0.5) = £ genom ansatsen. Vidare
ar s)(t) = ¢+ 2d(t — 0.5) med s7(0.5) = ¢ och villkoret s(0.5) = s5(0.5) ger ¢ = 0.5.
Slutligen &r s1(0) = £ — % 4+ 4 och villkoret s1(0) = 0 ger d = % och dérmed s;(t) =

L4+ 1t —05)+1(t—05)%



7a) Betrakta min f(x), f: R"™ — R med approximation z; och vald sokriktning s;. Da
ar linjesokningsproblemet: min f(x; + asi) med avseende pa a.

7b) Lat g(a) = f(xr + asg). Da dr linjesokningsproblemet min g(a) och vi far l6sningen
genom ¢'(o) = 0. Nu ér f kvadratisk, f = sa” Hz + 0"z s& ¢'(o) = Vf(xy, + asp)’ s, =
(H(xp, + asg) +b)'sp = (Hrg + b+ aHsg) s, = (Vf(xr) + aHsg) sy = 0 och ¢'(a) =0

om Vf(xy) sy +ast Hs, = 0 dvs for a = —V{:(Tx—l’})fksk.
7c) Lat f; = ¥(x,t;) — WV, vara residualerna dér k\I/l ar uppmaétt varde i tid ¢; enligt tabellen.
z;— 1 1 0 0
T+ 29 — 2 1 1 0
Vifarda f = | &1 + 292" —4 |. Jacobianen blir J = | 1 2%  1,2%3]n(2)
T, + 193% — 5 1 3% 153"3In(3)
T+ I24z3 -7 1 4% x24x3ln(4)

Try1 = Tp + Sk

Gauss-Newtons metod skrivs:
v v J(xg)sy = —f (k)

0 10 0

0 11 0
Med start i g = [1 1 1]7 blir f(xg) = | —1 | och J(zo) = | 1 2 2In(2)

1 1 3 3in(3)

9 1 4 dln(4)

8a) Skriv om problemet som system av forsta ordning genom y; = y och yo = ¢/'.

{ Y=Y y1(0) =0
Yo =1t"=2y1+y2 p(l)=1"
Infor begynnelseviardesproblem med variabel s:
{ Vi =2 y1(0) =0
Yo =12 =21+ 42 42(0) =5
Anpassning till givet randvirde ger ekvationen y;(1,s) —1 = 0.

8b) Ekvationen i a)uppgiften kan 16sas med sekantmetoden:
(1 (1,sk)—1)(Sk—5k—1)
y1(Lsk)—y1(Lsp—1)

Sk+1 = Sk —



