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Uppgift 1.

a) Visa att Nul(A) = Col(AT)* for en matris A € R™™. (3p)

b) Lat V = R™". Undersok om V &r ett vektorrum med avseende pa operationerna:
A® B = A+ B (vanlig matrisaddition)

a®A=gA

Om sa inte &r fallet, ange alla rakneregler som inte géller. (3p)

Uppgift 2.

a) Visa att varje skaldrprodukt < - - > i R" kan skrivas < z,y >= yT Az diir A 4r en
symmetrisk, positivt definit matris. (4p)

Ledning: Bas och riakneregler for skaldrprodukt.

b) Bestdm en kompakt QR-faktorisering av matrisen A = . (3p)

O N =
—_
O~ O O

1 -1
c) Bestdm alla singuléra virden till matrisen A i b)-uppgiften. (2p)



Uppgift 3.

a) Lat V = C'0,1] och W = C10,1] och 1at T vara avbildningen 7' : V — W sa att
T(f) = f" (derivering). Visa att T &r en linjir avbildning samt bestdm nollrum och
virderum for avbildningen. (3p)

b) Betrakta det linjira rummet V' av funktioner pa R, dir V = Span(1, t, sin’t) med de
angivna funktionerna som bas och betrakta avbildningen derivering pa rummet V. Bestdm
dimension och en bas for varderummet W samt matrisen till denna avbildning V' — W i
aktuella baser.

Betrakta dven fortsatt derivering pa rummet W. Ange dimension och bas for virderummet
U till denna avbildning samt matrisen for avbildningen W — U i aktuella baser. Visa hur
derivering tva ganger fran V' — U kan beskrivas med en matris som &r produkten av
de tva avbildningsmatriserna. Anviand denna matris for att bestdmma andraderivatan av
3t + 2sin’t. (5p)

Uppgift 4.

a) Visa att en reell symmetrisk matris med olika egenvirden &r ortogonalt diagonaliserbar.
(3p)

b) Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 4% + 223 + 423 + 4z, 29 + 42073,
Karakterisera den kvadratiska formen.

Bestdm storsta och minsta viarde pa Q(z) da ||z|ls = 1. Bestdm alla vektorer u med
|ull2 = 1 sadana att Q(u) blir maximal resp. minimal. (5p)
Uppgift 5.

a) Definiera begreppen konvergenshastighet och asymptotisk felkonstant vid ekvationslos-
ning i en variabel. (2p)
b) Hur yttrar sig kvadratisk konvergens i praktiken? (1p)
c¢) Vilken roll spelar multipliciteten vid ekvationslésning? (1p)
d) Betrakta foljande system av icke-linjéra ekvationer:
1?2 + 219 = —2
{ 3 — i —2r, =—-1"
Gor en iteration med Newtons metod utgaende fran startapproximation xo = (0 0)7. (3p)

Uppgift 6. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvirden av en funktion f(¢) i fyra
punkter.

a) Bestdm en approximation till fog f(t) dt med trapetsformeln. (1p)

b) Bestdm interpolationspolynomet genom de fyra punkterna. (2p)

c¢) Bestdm en kvadratisk spline s(x) med noder i punkterna ¢t = 1 och ¢ = 2, som gar genom
alla fyra punkterna och som uppfyller s'(1) = 0. (4p)



Uppgift 7.

a) Definiera vad som menas med en tillaten riktning och vad som menas med en descen-
triktning vid optimering med bivillkor. Ge exempel pa en tillaten descentriktning. (3p).
b) Vi vill i minsta-kvadrat-mening anpassa en modell pa formen

U(t) = co + c1sin(t) 4+ cocos(est) till mitdata (¢;, V;), i = 1,...,m, dir m > 4.

Formulera residual, Jacobian och Gauss-Newtons metod for att 16sa uppgiften dvs for att
bestdmma de fyra koefficienterna ¢;, i =0, ..., 3. (4p)

Uppgift 8. Betrakta prediktor/korrektorparet Heuns metod som prediktor och Eulers
bakatmetod som korrektor for att losa begynnelseviardesproblem for system av ordinéra
differentialekvationer.

Heuns metod definieras sa hir: yp1 = ye + 5{f(te, ) + f(te + by ye + RS (e, yi))}

a) Anta att man gor en fixpunktsiteration i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (4p)

b) Bestdm approximationsordning for metoden i a-uppgiften. (2p)

c) Bestédm stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften. (2p)
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la) Lat x € Nul(A) dvs Az = 0. Da &r vektorn x ortogonal mot alla rader i A dvs mot
alla kolonner i AT, z #r alltsd ortogonal mot rummet som spinns av A”:s kolonner dvs
mot Col(AT). Detta skrivs x € Col(AT)*.

1b) Eftersom @ &r vanlig addition &r alla rdkneregler som involverar endast & okej. Né&r
det géller ® sa testar vi och finner att reglerna géller utom (9) och (10), V dr ej vektorrum
med dessa operationer.

(9: a0 (BOA) =amiA
(10: 10 A=3A#A

2a) Med {e;}}; bas kan x och y skrivas: x = >°"_ xje;, y =", yiei.

Rékneregler for skaldarprodukt (linjaritet) ger:

<x,y >=< Z?:l Tje;s, Z?:l Yyie; >= Z?:l Z;’L:I Z;Y; < €;,€; > .

Med a;; =< ej,¢; > element i matrisen A far vi <,y >= 37", y; >0 aijz; = y" Aw.

A ar symmetrisk pa grund av symmetri hos skaldrprodukt: < e;,e; >=<¢;,e; >.

A ar positivt definit ty 27 Az =< x,2 >> 0 om z # 0 enligt positiviteten hos skaldrpro-
dukt.

2b) De tva forsta kolonnerna ér ortogonala och &dven forsta och tredje. Ortogonalisera den
tredje mot den andra med Gramm-Schmidt:
g3 =0010"-1/4-111 —17 =1/41 —1 3 1]7. Normering av kolonnerna ger
1/vV6 —1/2 1/y/12 /G
| 2/v6 12 —1/V/12 60
@= 0o 1/2 3/V12
1/vV6 —1/2 1/y/12

WBN=LA+LLA=(af)O A

0
och R=QTA = 0 2 1/2
0 0 3/V12

2¢) Singulidra virdena till A #r roten ur egenviirdena till ATA = RTR =

Denna matris har egenvérdena 6, %ﬁ och %ﬁ, singuldra vérdena till A ar allsta

v/ 5+v13 V5—v13
\/6, 5 och -

3a)Lat feV, geV, a€ R, € R. Da giller

T(af + Bg) = (af + Bg) = af' + B9 = aT(f)+ BT (g), vilket visar att T &r linjar.
Nollrummet till T &r méngen av konstanta funktioner, ty dessa deriveras till noll-funktionen.
Viérderummet till T &r hela W, ty varje funktion i W har en primitiv funktion i V.




3b) Derivatan av baselementen i den givna dr 1/ =0, ¢’ = 1, (sint) = 2 sint cost och vi
ser att dimensionen &r 2 och B = {1, sint cost} kan tas som bas for virderummet W,
010

00 2|

For fortsatt derivering blir derivatan av baselementen i basen B: 1" = 0, (sint cost) =
cos*t — sin*t och vi ser att dimensionen #r 1 och att C' = cos®t — sin*t kan tas som bas i U.
Matrisen for derivering W — U blir My = [0 1]. Derivering tva ganger V' € U kan alltsa
besrivas med matrisen M = MsM; = [0 0 2|. Den givna funktionen har koordinatvektorn
=0 3 2|7 och Mz = 4 sa andraderivatan dr 4(cos*t — sin’t).

Matrisen for avbildningen i de aktuella baserna blir M; =

4a) Vi visar att egenvektorer som hor till olika egenvérden &r ortogonala:

Vi har Avy = Ajvy, Avy = Awvg med A\ # Ay och A symmetrisk.

Detta ger A\ (vivy) = (A\v1) vy = (Avy)Tvy = vT ATvy = v Avy = vT Agvy = Ao (vT12) och
eftersom \; # X ger detta att vl vy = 0 dvs egenvektorerna ortogonala.

Om alla egenvérden &r olika sa har vi alltsa att alla egenvektorer dr parvis ortogonala. Om
vi normerar dem och sédtter dem som kolonner i en matris V' och motsvarande egenvérden
i diagonalen av diagonalmatrisen D sa giller alltsa AV = VD som ger A = VDV7T, dvs
diagonaliserbarheten med ortogonal matris V' ar visad.

4 2 0
4b) Den kvadratiska formen kan skrivas Q(z) = 27 Ar med A= | 2 2 2
0 2 4
Egenvéirden och egenvektorer till A bestdms. Karakteristiska ekvationen
0
(4 —=MN[(2—=A)(4 —A) — 8] har losningarna A = | 4 | med motsvarande egenvektorer
6
1 —1 1
21,1 0], |1
1 1 1
Egenvirden ér icke-negativa sa den kvadratiska formen &r positivt semidefinit.
Enligt sats i Lay géller 0 < % < 6, dir 6vre griansen antas for x = i—\%[l 1 1] och
undre grinsen antas for v = £=[1 -2 1]".

5a) Lat losningen vara x* och lat {x}72, vara iterationsfoljd. Konvergensordningen &r
hogsta mojliga tal g sa att

limkﬁm% = (' < 0o. Konstanten C' dr da asymptotiska felkonstanten.

5b) Antalet korrekta decimaler férdubblas i varje iteration (néra losningen).

5c) Langsammare konvergens och svarare att bestdmma roten pa grund av storre inverkan
av funktionsfel.



. . . 2+ 2:152 +2 211 2
5d) Viskalosa f(x) = 0dér f = [ 22— 2 4 1 } ar residualen och J = [ 3222 —21,
ar Jakobianen. Med startviardena x, = [ } [ } , [ _02 (2) } blir iteratio-
nen x; = xg — Jo\ fo Ekvationssystem Jysg = — fo < [ 9 0 } [ :? } har 16sningen
0.5

1
6a Integralen approximeras med 0.5(f(0) +2f(1) +2f(2) + f(3)) = —

6b Ansitt polynomet som p(t) = ¢y + 1t + cot(t — 1) 4+ cst(t — 1)(t — 2).
Bestdam koefficienterna successivt genom att sétta in interpolationsvillkoren:
p(0)=—1=¢=—-1

p(l)=0=c¢ =1

p2)=—1=-1+2+2c0=—-1=co=-1
p3)=1=—-14+3—-6+6c3=1=c¢3=5/6

Interpolationspolynomet blir p(t) = =1+t —t(t — 1) +5/6t(t — 1)(t — 2)

6c¢) Splinen har tre delar: s1(¢), 0 <t <1, so(t), 1 <t <2 s3(t), 2<t<3.

Ansiitt sy = a+b(t — 1) +c(t —1)? med s} = b+ 2¢(t — 1). Villkoren s;(1) =0, s;(1)=0
ger a = b =0 och villkoret s1(0) = —1 ger sa ¢ = —1.

Vi har alltsa bestdmt s;(t) = —(t — 1)%

Ansitt vidare sy = d(t — 1) + e(t — 1)? med s}, = d + 2¢e(t — 1). Villkor sy(1) = 0 uppfyllt
genom ansatsen, s5(1) = 0 ger d = 3 och villkor s9(2) = —1 ger e = —1.

Vi har alltsa bestimt s, = —(t — 1)? med s5(2) = —2.

Slutligen ansitts s3 = —1+ f(t —2) +g(t —2)? med s§ = f+2g(t —2) Villkoret s3(2) = —1
ar uppfyllt genom ansatsen.

Villkoret s4(2) = —2 ger f = —2 och villkoret s3(3) =1 ger g =4

Vi har alltsa bestdmt sz = —1 — 2(¢t — 2) + 4(t — 2)?

So = [ 0.5 } och iterationen blir x; = x¢ + 59 = { _.1 }

Ta) Lat optimeringsproblemet vara

minf(zr) dax € X,

dar X &r det tillatna omradet.

s ar en tillaten riktning i  om x + as € X for 0 < a < 9; for nagot 6.

s ar en descentriktning i x om f(z + as) < f(z) for 0 < a < Jo f6r nagot ds.
Om z ligger i det inre av X si ir s en tilliten decsentriktning om V f(z)Ts < 0.

7b) Residualen f har elementen f; = ¢o + ¢1sin(t;) + cocos(cst;) — V.

Jakobianen J dr m x 4 -matrisen med i:te rad [1 sin(t;) cos(cst;) — ticasin(cst;)].
Med z =[cy ¢1 ¢z c3)T kan Gauss-Newtons metod skrivas:
Tpy1 = Tk + dp dar J(zy)dy, = — f, k ar iterationsindex och xq &r startapproximation.



8a) Eulers bakatmetod ar: yri1 = yr + hf (trs1, Yrs1)
Med en fixpunktsiteration fran Heuns prediktorvéirde blir metoden:

Y1 = U + hf (et ye + 20 (G i) + f (B, Y + 1S (6, i) ).

8b) Metoden pa testproblemet y’ = Ay blir

Virr = U+ BAWE + 2 (g + e + ) = (L + BA + B2X2 + 1222,

Formeln stimmer till tva termer med exakta 16sningens tillviixtfaktor e och metoden &r
da av ordning 1.

8c) Stabilitetsomradet &r de z = hA som ger begriansade 16sningar.
Fran b)-uppgiften ger detta: {z € C; |1 + 2 + 2% + §| <1}



