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Uppgift 1.
a) Visa att for en ortogonal matris A géller antingen det(A) = 1 eller det(A) = —1. (2p)
b) Visa att om A och B &r tva ortogonala matriser med det(A) = —det(B) sa &r matrisen
A+ B singulér. (3p)
1 10
N o . -1 11
c) Bestdm en kompakt QR-faktorisering av matrisen A = o 11| (3p)
1 01

d) Bestdm alla singuldra virden till matrisen A i ¢)-uppgiften. (2p)

Uppgift 2. Betrakta det linjira rummet V av funktioner pa R, dir V = Span(t, sin’t, cost)
med de angivna funktionerna som standardbas.

a) Visa att dven {1, t, sin®t} &r bas for V. (2p).

b) Bestdm koordinaterna i basen enligt a)-uppgiften for den vektor som i standardbasen
har koordinatvektorn (2 4 1)7. (1p)

c) Betrakta avbildningen derivering pa rummet V. Bestdm dimension och en bas for
varderummet till denna avbildning. (2p)

d) Bestdm matrisen for avbildningen i c)-uppgiften i bada baserna for V' och for basen i
varderummet enligt ¢)-uppgiften. (3p)

e) Anvind en av matriserna for avbildningen i d)-uppgiften for att bestdmma derivatan
av sin’t — cos®t. Jamfor med analytisk derivering. (2p)



Uppgift 3.

a) Visa att egenvirdena till en reell symmetrisk matris &r reella. (4p)

b) Visa allmént for en reell matris med reella egenvirden att dven egenvektorerna kan
véljas reella. (2p)

Uppgift 4.

a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
2y (t) = =102 (t) 4 3x2(t) x1(0) = =3.1
xh(t) = 3z (t) — 2xo(t) x9(0) = —2.3 . (4p)

xh(t) = 3z (t) — xo(t) — 4as(t) x3(0) =2

b) Ange en grins for hur stort steget h kan vara i Eulers framatmetod for att den ska
vara stabil vid 16sning av systemet i a)-uppgiften. (2p)

c) Ange tva metoder som dr A-stabila for systemet i a)-uppgiften. (1p)

d) Bestdm approximationsordningen for trapetsmetoden. (3p)

Uppgift 5.
a) Harled en metodoberoende feluppskattning for ekvationslosning i en variabel vid multi-
pelrot med multiplicitet m. (3p)
b) Betrakta foljande system av icke-linjéra ekvationer:
3 _

T —2r9 =1
{ 2 — s+ 2r, =2
Gor en iteration med Newtons metod utgaende fran startapproximation xo = (0 0)7. (3p)

Uppgift 6.

a) Bestdm en kvadratisk spline s(x) med nod i punkten x = 0.5, som interpolerar f(x) =
23 i punkterna x = 0, z = 0.5, = =1 och som uppfyller s'(1) = f'(1). (4p)

b) Anta att vi approximerar med linjér spline. Ta fram en feluppskattning som anger hur
kénslig approximationen &r for fel i funktionsvérdena f(x). (3p)

Uppgift 7. Betrakta foljande kvadratiska optimeringsproblem med linjdra bivillkor:
minimera 3 + 3 + 3x3

Ty — g+ X3 = 1

T+ xo — T3 = 1

Vi vill studera en projicerad gradientmetod for att 16sa problemet.

a) Ta 7o = (1 1 1)7 som startapproximation. Bestim negativa gradienten till ob-

jektfunktionen i startpunkten. Projicera denna riktning pa nollrummet till bivillkorsma-

trisen. Denna projicerade negativa gradientriktning ska anvindas som sokriktning i nésta

deluppgift. (3p)

b) Formulera linjesdkningsproblemet léngs den riktning som bestémts i a)-uppgiften. Har

du inte 16st a)-uppgiften, sa formulera allmént. Los linjesokningsproblemet (enligt a)-

uppgiften) analytiskt och bestdm niista approximation z;. (3p)

under bivillkor



Uppgift 8. Fdljande differentialekvation anvinds inom ergometri vid studium av mekanisk
paverkan pa ryggraden:

y' =p*(y—a)(0.5(y)* = 1), 0<az <L

y(0) =0

y'(0)=v

a=—qy'(L)—y(L)
Hér ar L, p, q och v givna konstanter och a &r en parameter (variabel), som beror pa
l6sningen y(x). Los problemet med inskjutningsmetoden med avseende pa a. Skriv upp
den ekvation i variabeln a som ska losas genom inskjutningen. Teckna lamplig iterativ
metod for att losa denna ekvation. Vari bestar det tyngsta beridkningsarbetet vid en
iteration av metoden? (5p)
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la) A ortogonal dvs ATA = I. Produktformel for determinant ger det(A)det(AT) =
det(I) =1 och det(AT) = det(A) sa det(A) ar 1 eller -1.
1b) AT(A+ B) = I + ATB = BB + ATB = (B + A)TB med det(A)det(A + B) =
det(A + B)det(B) och om det(A) = —det(B) ger da det(A+ B) = 0 dvs (A + B) ar
singulér.
1c) De tva forsta kolonnerna dr ortogonala. Ortogonalisera den tredje mot dessa med
Gramm-Schmidt: ¢z = [0 1 1 1] —2/3[1 1 1 0]7 = 1/3[-2 1 1 3]*. Normering av
1 1 —-2/\V5
kolonnerna ger Q@ = 1/v/3 SR IVAS och R=QTA=1/V3 () 3 2
0 1 1/V5 0 VB
1 0 3/V5
3 0
0 3
0 2

1d) Singulidra virdena till A dr roten ur egenvirdena till ATA = RTR =

w N O

Denna matris har egenvirdena 1, 3 och 5, singulira virdena till A ar allsta 1, /3, /5.

2a) sin’t + cos’t = 1. Overforingsmatrisen mellan den nya basen C och standardbasen B
010

blirda Pg_c=| 1 0 1 | och eftersom denna matris ar reguljir sa ar C' en korrekt bas.
1 00

2b) Vi léser ekvationssystemet med Pg. ¢ som matris och (2 4 1)T som hogerled och far

16sningen (1 2 3)7, som ger de aktuella koordinaterna.

2¢) Derivatan av baselementen i standardbasen ér t' = 1, (sin?t)’ = 2 sint cost, (cos?*t) =

—2 sint cost och vi ser att dimensionen ér 2 och D = {1, sint cost} kan tas som bas for

viarderummet.

2d) Matrisen for avbildningen i baserna B och D blir M; = [ (1) g _02 } och matrisen
. I . . 010
for avbildningen i baserna C' och D blir My = 00 2

2e) Med matrisen M; blir det matris-vektor multiplikation M;[0 1 —1]7 = [0 4]7, som &r
den sokta derivatans koordinater i basen M;, dvs derivatan &ar 4 sint cost.



3a) Az = \z, x € C",\ € C. Multiplicera fran viinster med z7 och vi far

(1) 27 Az = X\zTx

Hir #r vinsterledet skaliren o = 77 Az = (27T Az)T = 2TATz = 2TAz = 27 Az = a =
a = 7T Az reell. Vidare dr i (1) #7x reellt och dirmed &r A reellt ty det #ir kvoten mellan
tva reella tal.

3b) Av = M, v € C", X € R. Lat v = x + iy for reella x och y. Da géller A(z + iy) =
Az + iy) och identifikation av real och imaginérdelar ger Ax = Ax och Ay = Ay och
eftersom inte bade x och y kan vara nollvektorn sa duger minst en av dem som egenvektor.

—-10 3 O
4a) Problemet &r pa matrisform o' = Az, dar A = 3 —2 0 |. Egenvirden
3 -1 —4
och egenvektorer beridknas. Egenvéirdena dr A3 = —4 samt egenvirdena till matrisen
—-10 3 ,
{ 3 _g |/somér A= —11, Ay =—1.

Motsvarande egenvektorer fas genom l6sning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\I)v; = 0 och blir: v; = (—2.1,0.7, 1), vy = (1,3,0)T och vz = (0,0,1)7.
Losningsformeln &r sedan

—2.1 1 0
r = cle)‘ltvl + C26>\2t1}2 -+ 636)\3tU3 = cle_nt 0.7 + Cge_t 3 + 036_4t 0
1 0 1

Koefficienterna ¢y, ¢s och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
-2.1 1 0 c1 -3.1

0.7 3 0 co | = | —2.3 |, med l6sning ¢; =1, co = —1, c3 = 1.
1 01 3 2
—-2.1 1 0
Losningen blir alltsa x = e~ 11t 0.7 | —et | 3| +e |0
1 0 1

4b) Eulers framatmetod é&r stabil (for reella egenvirden) om hA > —2 for alla egenvirden
A. Egenvirdet A = —11 stéller storst krav och ger h < 2/11.

4c) Eulers bakatmetod och trapetsmetoden.

4d) Metoden tillimpad pa testproblemet blir: vy = yr + %[)\yk + A\Ygt1) med ypy1 =

ha [5Y

T_rh;xyk Tillviixtfaktorn blir —ié =(1+2)(1+2+ % + @ +.)=1+h\+ % +
(hA)3 ceope v . 17 ee A\ (h))? (hA)3
=1~ +... att jaimfora med exakta losningens tillvixtfaktor " = 1+ hA+ =54~ + 2=+ ..

som stdmmer med tre termer, alltsa dr metodens approximationsordning 2.

°9



5a) Taylorutveckla f runt roten z* och uttryck f(z), diar & ar en approximation till roten
med fel dz, med hjélp av Taylorutvecklingen

F(2) = e +62) = J(0°)+ ')+ 1) F0) ok () )+

Roten har multiplicitet m sa alla f(®) = 0 1=0,1,...,m — 1. Vi far alltsa

f(&) = L fm(2%)(8z)™ + ... och om vi bortser fran ligre ordnings termer far vi

(0x)™ ~ m!f(f:lgfi*)) som ger uppskattningen [dx|™ < m/| f(ﬁf()j) |.
5b) Viskalosa f(z) = 0 dér f = { 22— 23 4 2331 5 Jacobianen blir J = [ 20y +2 —3a2 1

X0:|:8:|a foZ{:;], J():[g _02], X1 = Xo — Jo\ fo

_ 0 —2 1 1
Ekvationssystem Jysg = — fy & [ 2 0 1 So = { ) 1 < S0 = [ —-0.5 1

1
—0.5

6a Splinen har tva delar: s;(z), 0 < x < 0.5 och sy(x), 0.5 <z <1
s =1+a(x —1)+b(x —1)? med sy, = a+ 2b(x — 1). Villkor s5(1) = 1 uppfyllt genom
ansatsen, s5(1) = f/'(1) = 3 ger a = 3 och villkor s9(0.5) = 1/8 ger b =5/2.
s1=1/8+c(x—0.5)+d(z—0.5)* med s; = c+2d(z—0.5). Villkor s1(0.5) = 1/8 uppfyllt
genom ansatsen, s1(0.5) = s5(0.5) = 0.5 ger ¢ = 0.5 och villkor s;(0) = 0 ger d = 0.5.
Vi far alltsa spline-delarna:
s1=1/8+0.5(x — 0.5) + 0.5(x — 0.5)* och s =1+ 3(x — 1) + 2.5(x — 1)%.
6b) Allmént for linjar interpolation mellan z; och x5 med funktionsvérden f; = f(z1) och
fo = f(x2) blir det:

si(z) = fi + Fep— (f2 — f1). Approximationer fl och fg, bada med felgrans df ger den
approx1mat1va splinen:

s1(z) = fi + = fo— f1). Felet i splinen blir da
S1—s1=fi— fi+ :,Zf;ll(ﬁ —f-(h-A))=010- f;f;l)(fl — fi)+ ;,Z_j;ll(ﬁ — f2) och

X1:X0+80:|:

feluppskattningen
81— 81| <L — = [0f + [ =20 f
Om nu x; < x < xq sa giller |§; — 1] < (1 — &2 4 Z=LL)5f = §f

T2—x1 T2—x]



23?1

7a) Objektfunktionen dr f(z) = 2% + 23 + 373 med gradient Vf = | 2z, |. Bivillkors-
3

1 -1 1 ) .
1 1 -1 1 med nollrum Nul(A) = Z = 75[0 1 1]*. I startpunkten
o =[1 1 1]7 blir negativa gradienten —V fy = —[2 2 3|7 och dess projektion pa Z blir
—ZZ"V fo=—34[0 5 5]
7b) Vi ska minimera lings riktningen dy = —[0 1 1]7. Linjes6kningsproblemet blir:
mine f (zo+ady). For att 16sa linjesokningsproblemet infor vi envariabel-funktionen g(a) =
f(xo+ ady). Vihar g(a) =14+ (1 —a)?+3(1 — @) med ¢'(a) = —2(1 — a) — 3 = 2a — 5.
Losningen till linjesokningsproblemet ges av ¢'(a) = 0 dvs a = 2.5. Nésta approximation
blir alltsa 1 = xg + ady =[1 —1.5 — 1.5

matrisen ar A = [

8a) Skriv om problemet som ett system av forsta ordnings begynnelsevérdesproblem genom
att inféra y; = y och y» = v/':

Yy =1

vy =" (y1 —a)(0.5y3 —1),0 <z < L

$1(0) =

y2(0) = v

a=—qy(L) =y (L)
Vi far en 16sning y = [y1  1»]? som beror pa = och «. Inskjutning pa a innebir att losa
ekvationen g(a) = 0, dér g(a) = a + qy2(L,a) + y1(L, a).

En iterativ metod for att 16sa ekvationen kan vara sekantmetoden: ag.1 = ap— %.

Varje nytt g(ay), dvs varje iteration, kraver att begynnelsevirdesproblemet 16ses pa nytt
och detta &dr det tunga arbetet.



