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lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1.
a) Lat {v;}*, vara linjdrt oberoende vektorer i det linjéra rummet V' och antag att
u ¢ Span{v;}™,. Visa att da & méngden {vq, va, ,... vy, u} linjart oberoende. (4p)

b) Visa att polynomen 1 — 2t + 3t2, 2 — ¢ + t? och 1 + 4t — 7t? #r linjirt beroende i P,
méngden av polynom av grad < 2. (3p)

Uppgift 2.
1 21
o 2 20
Lat A = 001 1
-1 1 2
a) Bestim ortogonala projektionen av z = [1 2 — 1]* pa nollrummet Nul(A). (3p)
b) Bestidm ortogonala projektionen av y = [1 —1 1 — 1] pa kolonnrummet Col(A).
(4p)



Uppgift 3. Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 7 + 222 + 22 + 4x,75 + 8y73.

a) Karakterisera den kvadratiska formen - &r den positivt definit, negativt definit eller
indefinit? (1p)

b) Bestdm storsta och minsta virde pa Q(z) da ||z||s = 1. Bestdm alla vektorer u med
|ul|l2 = 1 sadana att @Q(u) blir maximal resp. minimal. (4p)

c) Lat u; vara en vektor sadan att u?u; = 4 och Q(u;) ir maximal. Bestdm storsta viirdet
pa Q(x) under villkoren ||z]|s = 1 och zTu; = 0. (2p)

Uppgift 4. Lat A vara en m X n-matris med m > n, rang(A) = r och singuldra virden
012022---20r20-

a) Definiera en full SVD-faktorisering (singulérvirdesfaktorisering) av A. (2p)

b) Ange bésta approximation Ay av rang k, k < r till matrisen A. (2p)

c) Visa att ||A — Agl|a = ox4+1 da Ay dr approximationen enligt b). (4p)

Uppgift 5. En funktion f(z) ar berdknad i fyra punkter enligt tabellen:

-1 0 1 2
flo 1 2 1

a) Bestam, som approximation till f, det polynom av grad 2 som ansluter till punkterna
(z, f(z)) i minsta-kvadrat-mening. (3p)

b) Bestdm, som approximation till f, interpolationspolynomet genom punkterna. (3p)
c¢) Bestdm, som approximation till f, en kvadratisk spline s genom punkterna, med noder
i de inre punkterna (0, — 1) och (1, —2) och som uppfyller s'(0) = 0. (4p)

Uppgift 6.

a) Vi vill bestdmma b sa att fob{sin(t) + t*} dt = 2 approximativt med Newtons metod.
Teckna en iterationsformel som inte innehaller integralberikning. (3p)

b) Anta att du har ett litet fel §b i en approximation btill b i a)-uppgiften. Ange hur
stort felet i integralens virde ungefar blir pa grund av felet b. Din formel far innehalla
approximationen b. (3p)

Uppgift 7.

a) Ange sokriktning och optimal stegliangd vid steepest descent-metoden pa ett kvadratiskt
optimeringsproblem i flera variabler utan bivillkor. (3p)

b) Gor en iteration med steepest descent-metoden pa problemet

min z? + 273 + 27129 + 11 — x5 {61 x € R* med start i origo. (3p)

Uppgift 8. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

v'+y +ey=t>—1, y(0)=1, ¢'(0)=0 for t > 0 och dér ¢ 4r en positiv parameter.
a) Skriv om problemet till ett system av forsta ordningens differentialekvationer. (2p)

b) Undersok for vilka virden pa ¢ som problemet &r stabilt. (2p)

c) Vilj ¢ = 1 och gor ett steg med Eulers framatmetod med steglingd h = 0.1 pa systemet
i a)-uppgiften. (2p)

d) Anta att vi vill bestdmma ¢ sa att y'(1) = —0.5. Skriv upp den ekvation som ska losas
samt formulera en lamplig iterativ numerisk metod for att l6sa ekvationen. Vari bestar det
tyngsta arbetet under en iteration av metoden? (3p)
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1a) Undersok en linjirkombination som ger nollvektorn: Y, c;v; + du = 0. Vi ska visa
att alla¢;, i =1,...,m=0o0chd=0. Om d # 0 sé giller u = —3 37" | ¢;v; € Span{v;}1,
vilket motséger antagandet. Alltsa dr u = 0. Men da &r Y ;" ¢;v; = 0. Antagandet att

{v;}1, &r linjart oberoende ger nu ¢; =0, i =1,..., m.
1b) Koordinatvektorerna i standardbasen for P, dvs {1, ¢, t?}, siitts som kolonner i
1 2 1
matrisen A = | =2 —1 4 |. Radreduktion pa denna matris ger att kolonnerna &r
3 1 =7
linjart beroende, rangen &r 2, dvs de aktuella polynomen &r linjart beroende.
—1
2a) Los homogena systemet Az = 0, ger Nul(A) = Span| 1 |. En bas blir alltsa
-1
-1 -1
U= | 1 |.Projektionen blir & = UUTU) U e = 30U Tz =2U =2 | 1
—1 —1

2b) Dimensionen pa Col(A) blir enligt dimensionssatsen 3 — 1 = 2. Exempelvis &r, som
man latt ser, kolonnerna 1 och 2 linjért oberoende sa vi kan ta dem som bas for Col(A)

1 2
N . : 2 2 . T .
och sédtta dem som kolonner i matrisen V = 0 1 Det géller att V'y = 0 sa
-1 1
projektionen blir V(VIV)~1VTy = 0.
120
3) Den kvadratiska formen kan skrivas Q(z) = 27 Az med A= | 2 2 4
0 41
Egenvérden och egenvektorer bestdms. Karakteristiska ekvationen
1
(1 =X)[(2—=X)(1 = X)—20] har losningarna A = | —3 | med motsvarande egenvektorer
6
2 1 2
0 |, -2 1, 5
-1 2 4

3a) Egenvirden med olika tecken ger att den kvadratriska formen &r indefinit.

3b) Enligt sats i Lay géller —3 < % < 6, dér ovre griansen antas for x = i\/%[Q 5 4]7

och undre gransen antas for x = :I:\/ig[l -2 2]

1



3c) Enligt sats i Lay blir mam% under givna villkor det nést storsta egenvirdet dvs 1

och antas fér motsvarande egenvektor, normerad, dvs for x = j:\/Lg[Q 0o —1]7.

4a) A = USVT dir U och V ir ortogonala och X #ir en m x n kvasi-diagonal med de
singuldra vérdena pa diagonalen, ¥; =o;,i=1,.., r, X; =0,i=7r+1,...,n.

4b) Ay = US, VT dir ¥y #r kvasi-diagonal med de singulidra virdena (X); = 04,1 =
Lok, (Br)a=0,i=k+1,..n.

4c) Fran a) och b) far vi A — A, = U(X — %)V, Tvanormen ir invariant under orto-
gonal transformation sa ||A — Aglla = ||2 — Xk||2- Normen for en kvasidiagonal matris ar
maximala diagonalelementet till belopp. De &r alla ickenegativa, de positiva ar oxyq, ..., 0,
och det storsta &r o4, vsv.

5a) Lat p(z) = ag + a1 + apx®. Villkoret p(z) = f(z) i givna punkter ger ekvationssys-

1 -1 1 0
1o o |®™|]|- . .
temet .11 aq o | Normalekvationerna motsvarande detta system blir
1 2 4| L®2d]
4 2 6 ao —4
2 6 8 a; | = | —4 |. Losningen till detta system &r
6 8 18 as —6

ap = —1.3, a; = —0.9, ay = 0.5 s& polynomet dr p(r) = —1.3 — 0.92 + 0.522.

5b) Sétt ps =a+b(x + 1)+ c(x + 1)z + d(z + 1)z(x — 1) (Newtons form).

Bestam koefficienterna en efter en:

p3(—1) =0gera=0

p3(0) =—1ger 0+b=—1,dvs b=—1

p3(l)=—-2ger 0 —2+4+2c=—-2dvsc=0

p3(2) =—1ger0—-3—-0+6d=—-1dvsd=1/3.

Interpolationspolynomet blir: ps = —(z + 1) + 3(x + L)z(z — 1)

5¢) Det blir tre spline-delar:

s = —1 + ax + bxr? mellan -1 och 0: s} = a + 2bz. Villkor s;(0) = 0 ger a = 0 och villkor
s1(—1) =0 ger b= 1.

sy = —1 + cx + dz? mellan 0 och 1: s}, = ¢ + 2dz. Villkor s5(0) = s7(0) = 0 ger ¢ = 0 och
villkor s5(1) = —2 ger d = —1.

s3 = —2+4e(z—1)+ f(x—1)* mellan 1 och 2: s§ = e+2f(x—1). Villkor s5(1) = sh(1) = —2
ger e = —2 och villkor s3(2) = —1 ger f = 3.

Vi far alltsa spline-delarna:

s1=—142a% so=—-1—12% s3=-2-2(x—1)+3(zx—1)%

6a) Betrakta ekvationen f(b) = fob{sm(t) +t*} dt — 2 = 0. Newtons metod ér:

bix1 = b; — %, 1 = 0,1,... med startapproximation by. Berékna integralen analytiskt

f(b) = —cos(b) + % — 1 och derivatan f’(b) = sin(b) + b*. Iterationsformeln blir alltsa

b3 (bi)—1
o= p, — zcoslbi) 1
bH‘l =b; b2 +sin(b;)

6b) Felfortplantningsformeln ger 6 ~ f(b)db = (sin(b) + b*)ob.
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7a) Vi minimerar f(x). Sokmetoden &r x4, 1 = x), + apdy. T steepest descent ar

dr = =V f(zy). Optimal steglangd vid kvadratisk f ar o = —%. Har ar Vf
gradienten och H &r Hessianen.
7b) Vi har Vf(z) = {2%_’_4%_1 } och H = {2 4}. Med zy = [0] blir

Vf(a:o):[_lllochdoz{_ll}. Vidareblirag:%zlochxlzxo—l—do:{_111.

8a) Sitt y; = y och yo = ¢/ sa blir systemet pa matrisform

R B RN

8b) Egenvirdena till matrisen i a)-uppgiften dr 0.5(—1 £ /1 — 4¢) och det géller att real-
delen for egenvirdena ér icke-positiva da ¢ > 0, alltsa ar problemet alltid stabilt.
8c) Euler framat pa system y/'(t) = Ay(t) + b(t) ser ut: yri1 = yr + h(Ayx + b). Hér far

SHEEE

Med h = 0.1 och ¢ = 1 far vi: ylz{é}—i—o.l{l_ol ! HHJF{_OJ}Z[_(%Q}.

—1
8d) Ekvationen att 16sa blir y»(1, ¢) = —0.5 eller g(c) = y2(1,¢) + 0.5 = 0. Sekantmetoden

.. .. . 1,c 0.5)(cp—cp—

co och c;. Det tyngsta arbetet i en iteration &r all 16sa ode-systemet.

..., med tva startapproximationer



