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Uppgift 1. Lat A = 01 -1
-1 2 -3

a) Bestdm baser for nollrum och viarderum samt rangen for A. (3p)
b) Bestdm en kompakt @) R-faktorisering av A. (3p)
c) Bestdm en LU-faktorisering med pivotering av A. (3p)

Uppgift 2. Lat F» vara det linjara underrum till C|[0, 27| definierat av

Fy = Span{l, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t}.

a) Visa att de angivna funktionerna utgor en ortogonal bas for F, med skaldrprodukten

< frg>= )7 f(t)g(t) dt. (3p)

b) Bestdm bésta approximation i F; till funktionen f(t) = { ~L0st<m . (3p)
1, n<t<2x



Uppgift 3. Betrakta avbildningen T': C'(R) — C(R) definierad av T(f) = (fg)" dér
g € CY(R) #r en fix given funktion och ’ star for derivering.

a) Visa att T" dr en linjdr avbildning. (2p).

b) Lat g = t* och betrakta T : B, — P,,; dir P, #r rummet av polynom av grad < n.
Bestdm matrisen for avbildningen T' i standardbaserna for P, och P,.1. (3p)

c) Bestdm alla singuldra virden och hogersinguldra vektorer till avbildningen 7' i b-

uppgiften. (3p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
2y (t) = =221 (t) + 22(t) r1(0) =0
xh(t) = x1(t) — 2xo(t) z9(0) = —2 . (4p)
2 (t) = x1(t) + z2(t) — 3zs(t) x3(0) =1
b) Vad blir det for problem med metoden om andra ekvationen éndras till o (t) = —2x4(t)?
1
i) p&ndersék om Eulers framatmetod &r stabil for problemet i b-uppgiften och steglingd
h =0.4. (2p)

d) Bestdm en approximation av losningen till problemet enligt b-uppgiften i punkten
t = 0.8 genom att anvinda Eulers framatmetod och steglingd h = 0.4. (3p)

Uppgift 5. Betrakta algoritmen y = 22 i ett flyttalssystem med dubbel precision i IEEE
standard (2, 53, -1022, 1023).

a) Ge en grins for felet med framatanalys. Ta hénsyn till felet vid lagring av x i flyt-
talssystemet. (3p)

b) Anvind bakatanalys for att avgéra om algoritmen &r stabil eller inte. Ta hénsyn till
felet vid lagring av x i flyttalssystemet. (3p)

c) Bestam storsta mojliga positiva x som inte ger overflow i algoritmen. (3p)

Uppgift 6. Betrakta funktionen f(z) = x + 2* — 52 + 22*, som har en rot x* mellan 0
och 1.

a) Bestam roten z* approximativt med en iteration i Newtons metod med start i zp = 1.
Ange utan att géra nagra numeriska berdkningar hur du approximativt skulle uppskatta
felet i den erhallna approximationen. (2p)

b) Bestdm en kvadratisk spline s med nod i z* som interpolerar f i 0, x* och 2 och som
uppfyller s'(0) = f’(0). Formeln for s far innehalla z* alternativt approximationen fran
a-uppgiften (om du 16st den). (4p)



Uppgift 7. Vid studiet av en viss larv & man intresserad av sambandet mellan larvens
vikt W och dess syrekonsumtion R. Av biologiska skél géller sambandet R = bWW® och
man Onskar bestimma parametrarna a och b genom att anpassa till uppmétta data

(R;, Wy), i=1, ..., m.

a) Linjarisera modellen och ange hur linjar minsta-kvadrat-anpassning kan anvéndas. Skriv
upp ekvationssystemet som man far att 16sa. (3p)

b) Behall den ursprungliga modellen och anvind icke-linjar minsta-kvadrat-anpassning,.
Ange residual och Jakobian, med explicit angivande av ingaende derivator. S&tt upp
Gauss-Newtons metod for 16sning av problemet. Hur kan man fa lamplig startapproxi-
mation? (4p)

Uppgift 8. Heuns metod fér begynnelsevirdesproblem for ordinéra differentialekvationer
definieras av:

Ynar = Yo + 5L ey ye) + F(te +hy ye + hf (be, ue))}

Bestédm approximationsordning och stabilitetsomrade for Heuns metod. (5p)
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—1
la) Los homogena systemet Az = 0, ger Nul(A) = Span{| 1 |}. Radreduktion pa A
1
2 1
ger Col(A) = Span{ (1) : (1] }. Rangen ér dim(Col(A)) = 2.
—1 2
2 1
1b) Ortogonalisera C'ol(A) med Gram-Schmidt: a; = \/ié (1) , Ay = (1) -0 =
—1 2
1 1 2 1
0 =1 |0 Matrisen @ har dessa kolonner, Q = —- L0 och R far vi
1121 |- Y OVE L 01
2 2 -1 2
L . 10 1
genom matrismultiplikation R = QTA = V6 01 —1
1 0 0
: . . . : -05 1 0
1c) Genom enkel variant pa vanlig Gausselimination finner vi att L = 0 04 11
05 —-02 0
. o
U=|0 25 =25 | ochP=
0 0 0 0010
0100

2a) Ortogonaliteten foljer av standardformlerna:

fo% sin at sin Bt dt = %[fo% cos (a— B)t dt — fO% cos (a+ Pt di]

fo% sin at cos Bt dt = 1] 027r sin (o — B)t dt + f027r sin (o + B)t di]

fo% cos at cos [t dt = %[fo% cos (o — )t dt + fozw cos (a+ P)t dt]

fora=0, 1, 2, =0, 1, 2 och att alla dessa integraler har vardet 0 for o # £3.



2b) Bésta approximation pa ortogonalméngd bestdms enligt standardformeln:

£ <f, 1> <f, cos t> <f, sin t> . <f, cos 2t> <f, sin 2t> .

f o<, 1> 1_|_<cos t, cos t> cos t+ <sin t, sin t> sint+ <cos 2t, cos 2t>2COS 2t+ <sin 2t, sin 2t> sin 2t.
Hardar< f, 1 >=—n+71=0, 2< f, cost >= foﬂ—cos t+f7r7rcos tdt =0,

< [, sint>= [ —sintdt+ [ sintdt =—4,

< f, cos 2t >= foﬂ —cos 2t dt + f:ﬂ cos 2t dt =0,

< f, sin 2t >= foﬂ —sin 2t dt + fjﬂ sin 2t dt =0 och < sin t, sint >= fOQW sin’t dt =,

séf: —4sin t.

s

3a) Linjédriteten visas pa standardsétt:

(4 h) = (f + Wa) = (fa + hg) = (fa) + (ha) = T(f) + T(h)

T(cf) = ((cf)g) = c(fg) = cT(f).

3b) Standardbaserna dr b; =t ' med i =1, ..., n+1f6r P,ochi=1, ..., n+2 for P, ;.
Avbildningen pa baselementen blir T'(b;) = (#=! t?)' = (t**1) = (i + 1)t%, vars koordinater
i standardbasen for P, ,; ger elementen i matrisen, som blir

0
2 0
0 3 0
n—+1 0

i 0 n+2 |
3c) De singuliira virdena till M dr roten ur egenvirdena till M7 M. Denna matris ér
diagonalmatrisen diag(4,9, ..., (n +2)?) sa de singuliira virdena &r 2,3, ...,n + 2. Hogersin-
guliira vektorer motsvarar egenvektorerna till M7 M och de #r enhetsvektorerna, men som
egen-funktioner blir det alltsa b; =t~ i =1, ..., n+ 1.

-2 1 0
4a) Problemet dr pa matrisform 2/ = Az, dir A = 1 =2 0 |. Egenvirden
1 1 =3
och egenvektorer berdknas. Egenvéirdena &r A3 = —3 samt egenvirdena till matrisen
-2 1 .
l . 9 },somar)\lz—?), Ay = —1.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\iI)v; = 0 och blir: v; = (1,—1,0)T, v, = (1,1,1)T och v3 = (0,0,1).
Losningsformeln &r sedan

1 1 0
T = cre™Mtu] + ety + cseMtug =cre 3t | =1 | et | 1| Feze3 |0
0 1 1

Koefficienterna c¢;, ¢, och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
1 10 c1 0
-1 10 co | = | —2 |, med l6sning ¢; =1, ¢ = —1, ¢c3 = 2.
0 1 1 3 1



1 1 0

Losningen blir alltsa x = et | —1 | —e7t | 1 | +2e73 | 0
0 1 1
-2 1 0
4b) Nu blir matrisen A = 0 -2 0 med egenvéirden och egenvektorer enligt:
1 1 =3

A3 = -3, vz =(0,0,1)T, A\2= -2, vio=(1,0,1)T. Egenvektorerna bildar ej bas sa
metoden fungerar inte.

4c) Metoden stabil pa problemet om h\; € S for alla egenvérden \;, ¢ = 1,2, 3. Stabilitet-
somradet for Euler framat dr {z € C;|z 4+ 1] < 1} och 0.4)\; € S for alla egenvirdena sa
metoden &r stabil.

0
4d) Metoden blir: 2+ = 2(®) 4 h Az®) och med start i (¥ = | —2 | far vi med tva steg:
1
0 -2 -0.8 —0.8 1.2 —0.32
zW = -2404] 4 |=| -04], 2@ =| —04 | +04| 08 | =| —0.08
1 -5 -1 -1 1.8 —0.28

5a) Lat p vara avrundningsenheten. Framatanalys ger: & = fl(z) = z(1 + ).

fl(3*) =321+ e) = 2*(1+€)*(1+€) = 2%(1 + 261 + €2+ O(p?)), med |e;| < p, i =1,2.
Vi far alltsa foljande feluppskattning: W <3p+ O(u?).

5b) Algoritmen &r stabil om bakatfelet &r litet. Bakatanalysen ger:

Enligt 16sning 5a) ovan giller: fI(2%) = 2%(1 + €;)?(1 + €5) = ¥, om vi definierar T =
(1 +6)vV1+ €.

Enkel taylorutveckling ger & = x(1 +€1)(1 + 2 + O(1?)) = z(1 + &1 + 2 + O(p?)) varav
foljer ‘ﬁ;‘x L < 3+ O(p?). Bakatfelet dr litet och algoritmen &r alltsa stabil.

5¢c) OFL = 21924(1 — 27%3) 21020 = OF L, /OFL, = 2°2 ir alltsa lite for stort men
nirmaste ligre flyttal gar bra dvs 2°12(1 — 27°3).

6a) Newtons metod: x; = xy — J{,((Z?) =1- :—}1 = 0.75.

Feluppskattning: |z; — 2*| < %

6b) Splinen har tva delar, s;(z), 0 <z < z* och sy(z), z* <z < 2.

Ansiitt s1(x) = a+bxr+cx? med s'(x) = b+2cx. Interpolationsvillkoret s(0) = f(0) = 0 ger
a = 0 och villkoret s'(0) = f’(0) = 1 ger b = 1. Interpolationsvillkoret s(z*) = f(z*) =0
ger ¢ = —-1 och forsta delen &r bestimd: s;(z) =z — ﬁ—Q med s} (z*) = —1.

For den andra delen ansétter vi so(x) = d(z —z*) +e(x — 2*)? sa att interpolationsvillkoret
so(z*) = 0 &r uppfyllt direkt genom ansatsen. Nu géller s)(z) = d + 2e(z — x*) och

splinevillkoret s)(z*) = sj(2z*) = —1 ger d = —1. Slutligen ger interpolationsvillkoret
$2(2) = f(2) = =2 att e = —(2_’3%)2 och andra spline-delen dr bestdmd:
so(x) = —(x —a*) — #(m —x*)2

Alternativt kan man alltsa ersétta x* med 0.75 hér for approximativ spline.



7a) R; = bWe. Linjérisering: In(R;) = b+ a In(W;), med b = In(b)
Overbestémt linjért ekvationssystem: (W) 1 {
In(W,,) 1 In(Ry,)
Aterfransformera b = .

—b In(Wy)Wge —We

7b) Residualer f; = R;—bW¢, F =[fi fo ... fm]'. Jakobian J = —bIn(Wo)W5 W3

—b In(Wy)We —We

+ d , dar d ar 1osning till 6verbestamt linjart
k k dz |,

Gauss-Newton: [ @ } = { .
b k+1 b dy

ekvationssystem: Jj, [ Zl } = —F}, dar Jy = J(ax,by), Fr = F(ag,by).
2 1

Starta med losningen fran linjériserat problem enligt a-uppgiften.

8) Tillimpa metoden pa testproblemet: 3" = Ay.
.« ro o 232 2412
Vi far da g1 = ye + 5{yk + Ay + hAye)} = v + By + 55y = ye(1 4+ hA + 55,

For approximationsordningen jamfor vi tillvaxtfaktorn 1 + hX + %
for den exakta 16sningen e = 14+ h\ + @ @ + ... och finner att de 6verensstammer
med tre termer. Lokala felet dr da = O(h?®) och approximationsordningen &r 2.
Stabilitetsomradet dr méangden A\ i komplexa talplanet for vilka l6sningarna ar begrénsade.
Vi far fram stabilitetsomradet fran tillvaxtfaktorn ovan med z = hA:

S={z€C;1+2+Z| <1}

med tillvaxtfaktorn
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