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- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1.
1 -1 2
. 1 0 1
Lat A = 0 1 0
1 -1 0

a) Ta fram en ON-bas for Col(A). (4p)
b) Bestam en kompakt () R-faktorisering av A. (2p)

c) Légg till en fjarde kolonn till A sa att Nul(A) = Span{ 1 }. (2p)

Uppgift 2. Betrakta avbildningen

F(ag + ait + ast?) = (2a; — 2as) + (2a0 + 3as)t + 3ast?

fran P, till Py, ddr P, & rummet av polynom av grad < 2.

a) Bestdm matrisen for avbildningen i standardbasen e; = 1, e; = t, ez = t2. (2p)

b) Visa att dven by = 1 +1t, by = 1 —t, b3 = t + t* &r bas i P, och bestdm matrisen for
avbildningen i denna bas. (3p)

c) Bestdm tre egenvektorer och motsvarande egenvirden till avbildningen F'. (2p)



Uppgift 3.

Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 2x3 + 473 + 323 + 271 25.

a) Bestim storsta virde pa Q(z) under villkor att 7z = 2. (2p)

b) Bestdm en vektor « med u’u = 2 sa att Q(u) dr maximal. (2p)

c) Bestidm storsta viirdet pa Q(z) under villkoren z7z = 1 och 7w = 0 dér u &r 16sningen
i b)-uppgiften. Bestam dven tva vektorer x for vilka Q(x) antar detta storsta virde. (2p)

Uppgift 4.

a) Skriv upp formeln for trunkerad minsta-kvadrat-16sning till problemet min,| Az — bl|,
dédr A € R™™, m > n. Formeln bygger pa SVD (singuldrvéirdesuppdelning). (3p)

b) Varfor &r trunkerad minsta-kvadrat ofta att foredra framfor icke trunkerad? Ange tva
skil. (2p)

c) Ge ett enkelt uttryck for || Al som bygger pa SVD. (2p)

Uppgift 5.

a) Visa att Newtons metod for ekvationslosning i en variabel konvergerar linjért med
asymptotisk felkonstant C' = 2/3 vid trippelrot. (4p)

b) Ange en feluppskattningsformel som bland annat kan anvéndas vid Newtons metod.
Vid vilka typer av rotter ar den anvéndbar? (2p)

Uppgift 6.

a) Bestdm en kvadratisk spline s med nod i # = 0.5, som interpolerar f(z) = x3 i punk-
terna 0, 0.5 och 1 och som uppfyller villkoret s'(0) = 0. (5p)

b) Bestdm en approximation till fol s(z) dx, dir s &r splinen i a)-uppgiften, med trapets-
formeln och steg h = 0.5. (2p)

Uppgift 7. Betrakta begynnelsevérdesproblemet

Yy +cy +y=t, y0)=0, 3/(0)=1fort >0 och dér ¢ ar en positiv parameter.

a) Skriv om problemet till ett system av forsta ordningens differentialekvationer. (2p)

b) Undersok for vilka virden pa ¢ som problemet &r stabilt. (2p)

c) Vilj ¢ = 1 och gor ett steg med Eulers bakatmetod med steglingd A = 0.1 pa systemet
i a)-uppgiften. (4p)

d) Anta att vi vill bestdmma ¢ sa att y'(1) = 0.5. Skriv upp den ekvation som ska losas
samt formulera en lamplig iterativ numerisk metod for att l6sa ekvationen. Vari bestar det
tyngsta arbetet under en iteration av metoden? (4p)

Uppgift 8.

a) Definiera matematiskt vad som menas med en sokmetod vid minimering av en funktion i
flera variabler utan bivillkor. Ange speciellt vad som menas med sokriktning och steglangd.
(2p)

b) Formulera det sa kallade linjesokningsproblemet vid minimering enligt a)-uppgiften.
(2p)

c) Vid en kvasi-Newton metod viljs sokriktning i punkten z; som —B; 'V f(x}). Visa att
detta blir en descentriktning om By &r positivt definit. (3p)
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la) Vi anvander Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod pa kolonnerna a;, as och as.

-1 1 -1 2 1 1
. . 0 5|1 2 . 1 3| 1 0
ap = ap, Gz = 1 “3 ol T3 3 I ol 7310 —-0= 0
-1 1 -1 0 1 -1
1 -1 1
N i ON-systemet: @ = L | - I = 2 =t —| Y
ormering ger nu ON-systemet: a1 =gz | (|, 2=y | 4 [ B=5=|
1 -1 -1
b) @ ar matrisen med kolonner dy, a,, as enligt a)-uppgiften.
3 2 3
V3o V3 VB
R beriknas som R =QTA=| 0 \/% 0
2
0 0
-2
c) Den fjirde kolonnen ska alltsa vara ay = —a;y + ag = _11
—2
2a) Vi far F(ey) = 2t> = 2ey, F(eg) =2 = 2ey, F(e3) = —2+ 3t + 3t* = —2e; + 3ey + 3es.
0 2 =2
Matrisen fér avbildningen blirda M = | 2 0 3
00 3
1 1 0
b) Overforingsmatrisen mellan denna bas och standardbasen &r Pp.p = | 1 —1 1 |,
0 0 1

som ar reguljiar ty kolonnerna linjiart oberoende, alltsa ar basen ok!
Vifar F(by) =2+ 2t = 2by, F(by) = —2+ 2t = —2by, F(b3) = 3t + 3t*> = 3b3. Matrisen for

2 0 0
avbildningen i B-basen blir alltsa M’ = [ 0 —2 0
0 0 3

c) Egenvérdena tar vi enklast fran matrisen M’ och de ar 2, -2 och 3. Motsvarande
egenvektorer ar by = 1+t, by =1 —t, by =t + t2



21
3 Den kvadratiska formen kan skrivas Q(z) = 27 Az med A= | 1 4
00

w o O

a) Egenvirdena till A ar 3 — V2, 3 och 3+ v2. Det giller att 27 Az < Az’ z. Det
storsta virdet dr pa Q(z) da 27z = 2 dr alltsd 2\ oz = 6 + 2V/2.
V2 -1

b) Storsta véirdet antas for egenvektor motsvarande A4, och som ar 1 normerad
0
V2 -1
till lingd v/2 dvs u = —= 1
ill lang V2 dvs u o0 ;
c) Detta storsta vérde &r nést storsta egenvérde dvs 3 och antas for motsvarande normerade
0
egenvektor dvs x =+ | 0
1

1, T
iz1 07 viu b,

dér o; dr singuldra véarden, u; dr vanstersinguldra vektorer och v; dr hogersinguldra vektorer.
b) Mindre konditionstal och férre flyttalsoperationer (farre termer i summan).
c) ||Alle = o1, det storsta singuldra vérdet.

4a) En trunkerad minsta-kvadrat-16sning med k termer definieras som zy, = Zk o;

5a) Taylorutveckling av funktionen och derivatan runt en trippelrot «* blir:
flaw) = Fa) + f@) (o — 2*) + 555 @ = 27)? + T (- 27) +
fa) = £/ (@) 4 [ (@) (o — %)+ T e — o)

Har ar f(z*) = f'(z*) = f"(2*) = 0 och en iteration i Newtons metod blir

_ flog) 2" (@*)(wp—2*)®
il = Tk — Py = Tk~ a0

Vi antar att vi har konvergens och later k& — oo sa att ldgre ordnings termer férsvinner.

srg ° * * 1 *\ _ 2 * : . |Tpqp1—a*| 2 7o
Vifar da a1 — 2% =z, — 2 — 3(2, — 2") = 5(zx — 27). Vi har visat att S22 — £ da

k — oo och konvergensen ér alltsa linjéar med asymptotiska felkonstanten %

b) |z* — 2| < ||]{,((?)‘|, som dr anviandbar vid enkelrot.

6a) Splinen har tva delar, si(x), 0 <z < 0.5 och sy(z), 0.5 <z < 1.

Ansitt s1(x) = a + br + cx® med §'(z) = b+ 2cz. Interpolationsvillkoret s(0) =
ger a = 0 och villkoret s'(0) = 0 ger b = 0. Interpolationsvillkoret s(0.5) = f(0.5)
ger ¢ = 0.5 och forsta delen dr bestdmd: s;(x) = 0.52% med s'(z) = .

For den andra delen ansiitter vi sy(z) = 0.125 + d(z — 0.5) + e(x — 0.5)% sa att inter-
polationsvillkoret $5(0.5) = 0.125 &r uppfyllt direkt genom ansatsen. Nu giller sh(x) =
d + 2e(xz — 0.5) och splinevillkoret s5,(0.5) = s7(0.5) = 0.5 ger d = 0.5. Slutligen ger
interpolationsvillkoret s5(1) = f(1) = 1 att e = 2.5 och andra spline-delen &r bestdmd:
so(z) = 0.125 + 0.5(x — 0.5) + 2.5(z — 0.5)%.

b) For att 16sa denna uppgift behéver man inte berdkna splinen eftersom funktionen f
likavéal kan approximeras, s = f i aktuella punkter for kvadraturformeln.

Vi far [} s(z) do~ %2[f(0) + 2£(0.5) + f(1)] = 0.25(0 + 0.25 + 1) = 0.3125.

f(0)=0
= 5

)
0.12



Ta) Sétt y; = y och y, = ¢ sa blir systemet pa matrisform

=[5 L] 0] - [8]

b) Egenvérdena till matrisen i a)-uppgiften dr 0.5(—c 4+ v/c? — 4) och det géller att real-
delen for egenvirdena dr icke-positiva da ¢ > 0, alltsa ar problemet alltid stabilt.
c) Euler bakat pa system y/(t) = Ay(t) + b(t) ser ut: yrr1 = yp + h(Aygs1 + b)) dvs

(I — hA)ykr1 = yx + hby. Har far vi yo = [ (1) ] , by = { 001 ] , (I —hA)y = yo + hby.
Detta ekvationssystem dr med h = 0.1 och matrisen A enligt a)-uppgiften med ¢ = 1:
1 —-0.1 B 0 4 1osni _ 1 | 101
0.1 1.1 |17 | 101 | MBI AT 90 |-

d) Ekvationen att 16sa blir y»(1,¢) = 0.5 eller ¢(¢) = ya(1,¢) — 0.5 = 0. Sekantmetoden &r
W2(Lew)—05)(er—ch—1) . _ 1 9

y2(Ler)—y2(lck—1) »

och ¢;. Det tyngsta arbetet i en iteration &r all 16sa ode-systemet.

lamplig: cpi1 = ¢ — ..., med tva startapproximationer cg

8a) En sokmetod &r en iterativ metod pa formen xy 1 = 1+ apdy med startapproximation
X, di sokriktning i punkten xp och «y &r steglingd ldngs den valda sokriktningen.

b) Linjesokningsproblemet innebér att bestamma optimal steglingd nér sokriktningen Ar
vald. Problemet kan alltsa formuleras min, f(xy + ady), dar f &r funktionen som ska
minimeras.

c) dj, dr en descentriktning i x, om Vf(zx)Td, < 0. For kvasi-Newton-riktningen giller
Vi(xp)d, = =V f(21)B,'Vf(z) < 0ty By och dirmed dven B, ' #r positivt definit
(egenviirdena positiva for bada matriserna). Definitionen pa positivt definit 4r att y? Byy >
0 for alla y # 0 speciellt giller detta da for y = V f(xy).



