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Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94

Forfragningar:  Ivar Gustafsson

Losningar: Anslas vid sal MVF21

Resultat: Tentan berdknas vara rattad 17 september, resultat tillsénds dig.

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen 12.30-13.
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poang

Bonus (hogst 10 poéng) fran inlimningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:
- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sitt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall motiveras val

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Bestam baser for virderum och nollrum samt rangen for matrisen A =

=N DN
N = O =
O N =

(3p)

b) Bestdm en LU-faktorisering med pivotering av matrisen i a-uppgiften. (3p)

c) Betrakta optimeringsproblemet max 3z, + x2 + x3 under bivillkoren Az < b och x > 0,
diir A #r matrisen i a-uppgiften och b= [1 1 1 1]T. Antag att vi (i ett forsta 16sningssteg)
sétter z3 = 0. Los det aterstaende optimeringsproblemet for variablerna x; och x5 grafiskt.

(4p)

Uppgift 2. En matris A € R™*" ir skevsymmetrisk om A4 = — AT,
a) Bestam diagonalen hos en skevsymmetrisk matris samt méngden av alla matriser som
ar bade symmetriska och skevsymmetriska. (3p)

b) Visa att en skevsymmetrisk matris har rent imaginéra egenvérden. (4p)

c) Visa att om A dr skevsymmetrisk och n &r udda sa &r A singulér (icke reguljér). (3p)



Uppgift 3. Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 6x% + 273 + 623 + 87179 + 8Tox3.
a) Karakterisera den kvadratiska formen - &r den positivt definit, negativt definit eller
indefinit? (1p)

b) Bestdm storsta och minsta virde pa Q(z) da ||z||s = 1. Bestdm alla vektorer u med
|ul|l2 = 1 sadana att @Q(u) blir maximal resp. minimal. (4p)

c) Lat u; vara vektor sa att ul u; = 6 och Q(u;) maximal. Bestim storsta virdet pa Q(z)
under villkoren ||z|ly = 1 och 27u; = 0 och ange en vektor  som ger detta viirde. (2p)

Uppgift 4. Lat P[0, 1] vara rummet av polynom av grad < k pa intervallet [0, 1].

a) Bestdm en ortogonal bas for P[0, 1] med avseende pa skaldrprodukten

< f,9>= [, f(t)g(t)dt pa C[0,1]. (3p)

b) Bestdm ortogonalprojektionen av ¢3 pa P[0, 1] med avseende pa skaldrprodukten i a-
uppgiften. (2p)

c) Bestdm basbytesmatrisen mellan basen i a-uppgiften och standardbasen. (2p)
Uppgift 5. Antag att vi vill 16sa minstakvadrat-problemet min,| Az — b2,

diar A€ R™", m >mnochbe R™.

a) Ange formellt normalekvationslosningen till problemet. Varfor dr denna l6sning ofta
inte sa bra ur numerisk synvinkel? (2p)

b) Det finns metoder som &r béttre &n metoden i a-uppgiften vad géller numeriska aspekter.
Ange tva sadana metoder och skriv formellt upp respektive losningsformel. Ange speciellt
ingaende matrisers egenskaper. (4p)

201 + 2129+ 2 =0
Uppgift 6. Betrakta ekvationssystemet w3y —Adwg+13=0 .
—l’%—i‘l’g—lﬁl’g—l:o
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Det visar sig att efter fyra iterationer enligt a-uppgiften ir felet ||z(*) — z*||, ~ 0.0075
och roten x* ar reguljar. Hur manga ytterligare iterationer kan du forvantas fa géra innan
felet ||z — 2*|l, < 107127 (2p)

Uppgift 7. En funktion f(z) ar berdknad i fyra punkter enligt tabellen:

z |0 1
1

2 3
[; 1 2 5

a) Bestdm, som approximation till f, interpolationspolynomet genom punkterna. (3p)

b) Bestdm, som approximation till f, en kvadratisk spline s genom punkterna, som upp-
fyller s'(0) = —2. (4p)

Uppgift 8. Vi vill 16sa foljande differentialekvation numeriskt:

y" +3y? =4t,y(0) =1, (1) = 2.

a) Skriv om problemet till ett system av forsta ordningen. (1p)

b) Formulera inskjutningsmetoden for att losa problemet. (3p)

c¢) Formulera en lamplig metod att 16sa den ekvation som inskjutningsmetoden ger upphov
till. (3p)
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la) Los homogena systemet Az = 0, ger Nul(A) = Span{| 1 |}. Radreduktion pa A
1
2 1
ger Col(A) = Span{ ? : (1) }. Rangen ér dim(Col(A)) = 2.
1 2
1 0 0
. . . o : /2 1 0
b) Genom enkel variant pa vanlig Gausselimination finner vi att L = 12 13 1|
1 —=2/3 0
Do o
U=10 3/2 =3/2 | och P=
0 0 0 0010
0100

c) Vi loser det reducerade problemet max 3x; + 2 med bivillkoren:

2$1+ZL’2 S 1, 21‘1 S 1, 1+ Xo S 1, ZE1+2ZE2 S 1, Ty ZO, i) ZO

Grafisk metod innebér att man i (21, z9)-planet ritar ut dessa bivillkor och far ett tillatet
omrade som &r ett konvext polygonomrade. Sedan ritas objektfunktionen ut som den réta
linjen 3xy + x5 = 0. Denna linje parallell-forflyttas uppat tills den lamnar det tillatna
omradet. Detta sker i punkten (0.5,0) och 16sningen ar alltsa x; = 0.5, x5 = 0.

2a) diag(A) = diag(—AT) = diag(—A) = —diag(A) = diag(A) = 0.

A= —AT =(ty A symmetrisk)= —A = A = 0.

b) Ax = Az, z € C", A € C. Multiplicera fran vinster med 7 och vi far

(1) 27 Az = \zTx

Hir ér vinsterledet skaliren o = z7Ax = (2TAz)T = 2TATz = —2TAz = —27 Az =
—a = a = o’ Ar rent imaginirt. Vidare édr i (1) 27z reellt och dérmed dr A\ imaginért ty
kvoten mellan imaginért och reellt tal.

c) Egenvirden till reell matris forekommer komplexkonjugerade ty:

Az = v = Az = \T = Az = 7.

Om A ar av udda ordning innebér det att minst ett egenvérde dr reellt. Hér &r alla
imagindra, alltsa dr minst ett lika med noll, dvs A ar singulr.



3 Egenvirden och egenvektorer bestdms. Karakteristiska ekvationen

—2
(6 — A)[(2—=A)(6 — \) — 32] har 16sningarna A = | 6 | med motsvarande egenvektorer
10
1 -1 1
20, o], |1
1 1 1

3a Egenviarden med olika tecken ger att den kvadratriska formen &r indefinit.

b) Enligt sats i Lay géller —2 < Q( ) < 10, dar ovre grinsen antas for x = j:\/ig[l 117

och undre grénsen antas for v = j:\/ié[l -2 1%

c) Enligt sats i Lay blir ma:z:Q( under givna villkor det nést storsta egenvardet dvs 6 och
antas for motsvarande egenvektor normerad, dvs for x = + \[[ 10 17,

4a) Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess tillimpas utgaende fran standardbasen {1, ¢, t?}:

. _ fotat 9 fol t2dt [y #2(t=0.5) dt 2 1
=1 p=t . A=t 3, P2 =17 — T T [TG-oa2 @ (t—05) =t —t+z.
: 3 _ <tSpi1> <t3,po> <t3 p3> _ 1.3
b) PTO']PQ = <p1 p11>p + <p2 p22>p + <p3 p?;>p fO t* dt+

F12 [ 3= 1)dt (= 1)+ 180 [ 3B —t+ L) dt (P —t+ ) =14 2t - L) - 22—+ 1),
c) Koordinaterna i standardbasen ft')r baselementen i basen enligt a-uppgiften sédtts som

1 =1 1

2 6
kolonner i basbytesmatrisen, som blir Pg_c= [ 0 1 —1
0 0 1

5a) Formellt z = (AT A)~1ATb. Stort konditionstal hos AT A kan ge stora fel.

b) Kompakt QR-faktorisering A = QR, () med ortogonala kolonner och R uppat triangulér
med positiv diagonal: x = R7'Q7b.

Kompakt SVD-faktorisering A = UXVT, U och V med ortogonala kolonner och ¥ diagonal
med positiv diagonal: z = VX~ 1UTb.

2931 + 2x1T9 + 2 2+ 2x9 2x1 0
6a) f = 551952 4y + v J = 3rird  —4+ 2x013 1
—22 4 29 — x1x3 -1 —21:1 — 2 1 —21311
0
xo=101, fo= 0 [ —4 1 , X1 =% — Jo\fo
0
2 0 0 2 1
Ekvationssystem Josg = fo< | 0 —4 1 | s9= 0 S so= | —1
0 1 0 -1 —4
-1
X| =Xg— Sg = 1
4

b) Det kriivs tre iterationer ytterligare ty kvadratisk konvergens och 0.0075%° < 1012,



7a) Sitt p3 = a+br+cx(r—1)+dr(x—1)(z—2) (Newtons form). Bestédm koefficienterna
en efter en:

p3(0) =1gera=1

ps(1)=—1ger1+b=—1,dvsb= -2

p3s(2) =2ger 1 —4+2c=2dvs c=5/2

p3(3) =bger 1 —6+415+6d =5 dvs d = —5/6.

Interpolationspolynomet blir: ps =1 — 2z + Sa(z — 1) — 2z(z — 1)(z — 2)

b) Det blir tre spline-delar:

s1 = 1+ az + bx? mellan 0 och 1: s} = a + 2bz. Villkor s5(0) = —2 ger a = —2 och villkor
s1(1) = —1 ger b = 0.

sy = —1+c(x—1)+d(z—1)% mellan 1 och 2: s, = c+2d(x—1). Villkor s4(1) = s{(1) = —2
ger ¢ = —2 och villkor s5(2) = 2 ger d = 5.

s3=2+e(x—2)+ f(z —2)? mellan 2 och 3: s§ = e+ 2f(z —2). Villkor s5(2) = s5(2) = 8
ger e = 8 och villkor s3(3) =5 ger f = —5.

Vi far alltsa spline-delarna:

s1=1-2z, s9=—1-2(x—1)+5(x —1)% s3=2+8(x—2)—5(z —2)%

' =1
I 44 22
8a) Sitt y; = y och yo = /. Systemet blir yz =4t =3y
yi(0) =1
ya(l) =2
' = Y2
I A4 92
b) Inskjutningsmetoden innebér att skriva problemet som Y2 ((5 Zit U1
1(0) =
y2(0) =s

och 16sa ekvationen: ¢(s) = y»(1,s) —2=0.
c) Sekantmetoden for att 16sa ¢(s) = 0 blir:

Sk+1 = Sk — (y;;((ll’fskk)):?;?f;:f;)l), k =1,2,... med tva startskott sy och s;
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