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Uppgift 1.
a) Definiera begreppen nollrum, viirderum och rang f6r en allmin matris. Vad menas
med att matrisen har full rang? Vad kallas en kvadratisk matris som inte har full rang?

(3p)

2 0 2
. . . . 1 0 1
b) Bestdm baser for virderum och nollrum samt rangen for matrisen A = 11 -1
1 1 -1
(3p)
c) Bestidm en LU-faktorisering med pivotering av matrisen i b-uppgiften. (3p)
Uppgift 2.

a) Visa att ||[Uz||s = ||z]|2 for alla z € R™ da och endast da U &r en ortogonal matris. (4p)
b) Visa hur SVD ger minsta-kvadratlosningen till ett 6verbestamt linjért ekvationssystem.
Visa att om l6sningen inte dr entydig sa far man den 16sning som har minsta 2-norm. (4p)



Uppgift 3.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
2y (t) = =2z (t) + z2(2) z1(0) =1
zy(t) = —x2(t) 22(0) =2 . (4p)
x4 (t) = 21(t) + 222(t) — 323(t) 23(0) =3
b) Ar systemet stabilt? (1p)
c) Utga fran 2(0) och gor ett steg med Eulers framatmetod for att fa en approximation
till £(0.5). Ar metoden stabil for denna steglingd h = 0.5? (3p).

Uppgift 4.

Lat Py vara rummet av polynom av grad < k.

a) Bestdm en ortogonal bas f6r P, med avseende pa skaldrprodukten < f, g >= fol f(t)g(t)dt
pa C[0,1]. (3p)

b) Betrakta avbildningen F' : P, — P, sa att Fp(t) = p(t) — t*p(t). Bestim matrisen for
avbildningen i basen fér P, enligt a-uppgiften och standardbasen fér P;. (3p)

Uppgift 5.

Betrakta algoritmen y = a/b i ett flyttalssystem med dubbel precision i IEEE standard
(2,563,-1022,1023).

a) Anvind bakatanalys for att avgéra om algoritmen &r stabil eller inte. Ta hdnsyn till
avrundningen nér indata a och b lagras i flyttalssystemet. (4p)

b) Antag att « = 1. Bestdm det minsta positiva flyttalet b som inte ger overflow i flyt-
talssystemet. Vi antar att gradual underflow inte tillimpas. (3p)

Uppgift 6.

a) Definiera linjesokningsproblemet vid optimering i flera variabler utan bivillkor. (3p).
b) Formulera en numerisk metod for att 16sa linjeskningsproblemet. (2p)

c) Gor en iteration med Steepest Descentmetoden pa det kvadratiska problemet

2 1 1 0.3
1,7 T Jsr A — _ Co
5T Az bacdarA—[l 4]ochb—[Q]medstartlxo—[oﬁ}.(I}p)

MAN e R2

Uppgift 7.

Betrakta funktionen f(z) = 22 — 72% 4 3z + 5, som har ett nollstille z* = (v/5 + 1)/2.
a) Approximera z* med en iteration av Newtons metod och start i o = 1.5. (2p)

b) Bestidm interpolationspolynomet till f i punkterna 0, 0.5 och z*. (3p)

c) Approximera f:* f(z) dz med trapetsformeln och funktionsvirdena f(0), f(0.5) och
f(z"). (2p)

Uppgift 8.

Betrakta prediktor/korrektorparet Eulers framatmetod som prediktor och trapetsmetoden
som korrektor for att 16sa begynnelsevirdesproblem for system av ordinéra differentialek-
vationer.

a) Anta att man gor en fixpunktsiteration i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (3p)

b) Bestdm approximationsordning f6r metoden i a-uppgiften. (2p)

c) Bestdm stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften. (2p)
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la) A e R™", Nul(A) ={z € R": Az = 0}, Col(A) = {b € R™: Ax = b}, rank(A) =
dim(Col(A))

1
b) Los homogena systemet Ax = 0, ger Nul(A) = Span{| 2 |}. Radreduktion pa A
-1
2 0
ger Col(A) = Span{ i , (1) }. Rangen ér dim(Col(A)) = 2.
1 1
1 00
. . . C . 05 1 0
c) Genom enkel variant pa vanlig Gausselimination finner vi att L = 05 1 1|’
0.0 0 0
20 2 0001
U=]101 —2 | och P=
00 0 0010
01 00
2a) U ortogonal ger ||Uz|2 = 2"UTUx = 27z = ||z||2. A andra sidan anta ||[Uz]|y = |||

for alla x och lat U:s kolonn nr j vara u;. Valet z = e;, j:te kolonnen i enhetsmatrisen,
ger (Uz)"(Uz) = uju; = 2"z = 1 och valet y = e; +¢;, i # j ger da (Uy)" (Uy) =
uFu; + u]Tu]- +2ufu; = yTy = 1+ 1 som ger u] u; = 0, alltsa ir Uortogonal.

b) Lit A = U, %, VT vara kompakt SVD-faktorisering av A. DA ges minsta-kvadrat-
16sningen till dverbestiimda systemet Az = b, med minsta norm pa z, av £ = Vi X 1UTb.
Kolonnerna i U; och V; ér ortonormala och Col(A) = Col(Uy).

Da giller Az = Uy, VIS U = UULD, dvs Az #r bista approximation till b i
Col(A) = Col(U;). For att visa att £ har minsta norm, betrakta en allmén 16sning Z + h
med h € Nul(A), dvs h = Vays, for nagot ye, dir V5 dr bas for Nul(A) och dirmed
ortogonal mot Col(V;) = Col(AT). Vidare ir enligt ovan & = Viy; med y, = X 'U[b. Vi

har alltsi [+ A1 = Vi + Va3 = 10 Val | % | 18 = 15 + 13, som miimeras

om y = 0, dvs om h = 0.



-2 1 0 ]

3a) Problemet dr pa matrisform y' = Ay, dir A = [ 0 —1 0 . Egenvirden och
1 2 -3

egenvektorer berdknas. Blockindela matrisen och finn enkelt egenvéirdena dr \y = —2, Ay =

—1, /\3 = -3.

Motsvarande egenvektorer fas genom l6sning av resp. homogent ekvationssystem
(A — XiI)v; = 0 och blir: v; = (1,0,1)7, vy = (2,2,3)" och vy = (0,0, 1).
Losningsformeln &dr sedan

1 2 0
z = creMtu; + coeMtug + et =ce | 0 | et | 2 | e | 0
1 3 1

Koefficienterna c;, co och c3 bestdms fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet,
1 20 c1 1

0 20 co | =1 2 |, med l6sning ¢; = =1, co =1, c3=1.

1 31 C3 3

Losningen blir alltsd z = —e~2 { é -| +et { 3 -| +e73 { 8

1 3 1
b) Alla egenvirden har negativ realdel, alltsa dr systemet stabilt.
1 -2 1 0 1
c) Eulers framatmetod blir: v, = yo+hAyo = | 2 | +05] 0 -1 0 2 | =
3 1 2 =3 3
1
1 |. Metoden &r stabil eftersom |1+ h);| <1 for alla A;.

1

4a) Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess tillimpas utgaende fran standardbasen {1, ¢, t}:
- s fotat Jot?dt [l 12(—0.5) dt ., 2 1

pr=1,p=t fgl dt f(z)ll dt })01(1:70.5)2 dt (t=05) =t —t+7.

b) Vi underséker avbildningen pa baselementen enligt a-uppgiften: Fp; = 1—¢*, F(t—1) =

—s+t+ 37— 3, F(* —t+3) =t —t+ 2> + ¢* — t*. Matrisen for avbildningen blir i

:t_%a p2=t2—

L
0 1 -1
standardbasen fér Pi: M = | =1 5 2
0o -1 1
0 0o -1



5a) Standardteknik for undersokning av stabilitet hos algoritm med hjélp av bakatanalys,
dér for alla ¢; géller |¢;| < p, ddr p dr avrundningsenheten: &7 = fl(z1) = z1(1 +€1), &2 =
£ 1+el 14e)(1 7 .

filz:) = w1+ @), fU(B) = B(1+e) = 2D 4 ) = altaba) _ o gy
Ty = 331(1 + 61)(1 +_€3) = 331(1 + €1+ € + 61_62) ~ .Tl(l + €1 + 62) och To = LL‘Q(l + 62). De
relativa felen blir [F-#1| & |e; + €o| < 2, [222[ = |€2| < p. Dessa sma bakatfel gor att
algoritmen &r stabil.

b) UFL = 27192 gar bra eftersom 5oy = 2! < OF L = 210%(1 — 2753).

6a) ming f(zr + ady), dir dy, ar vald sokriktning i punkt xy.

dy) (o —ay
b) Sekantmetoden: a;,; = o — f(m{c(—tgdil)—kj)‘(((;lwogz_ll)dk)’l =0,1,

= _| o1 __|o1 _ Vi)Td _ _ .
) Vstan) = no o= 3 | do= = 3 | oo =S = -3
0.3 0.1 1.22
N
7a) f'(z )—Gx — 14z + 3. Newtons metod: xl_:co—jf,(( ))_15___11;_-5_

b) Newtons form: Py(z) = ¢o + 1z + coz(z — 0.5). Koefficienterna bestdms fran interpo-
lationsvillkoren: co =5, 5+0.5¢1 =5 = ¢, =0, 5+ (5 +V5)/4=0= ¢, = —(5—V5).
Polynomet blir alltsd P, = 5 — (5 — v/5)z(z — 0.5).

c) Trapetsformeln ger: T(0.5) = 0.5-5 + 2(z* — 0.5) = 1.25(2 + v/5).

8a) Metoden blir: yiy1 = yx + %[f(tk, Uk) + [ (tea1, yx + A f (e, yx))]-

b) P& testekvationen blir det: yei1 = yp + 2[Ayk + Ayk + BAyk)] = yi(1 + BA + %)
Metodens tillvixtfaktor stimmer med tre termer i Taylorutvecklingen av exakta l16snin-
gens tillvixtfaktor e?*, alltsd har metoden ordning 2.

c) Fran tillvéxtfaktorn i b-uppgiften far vi stabilitetsomradet, med z = hA:
{zeCil+2+% ‘| <1}
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