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Matematik
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TENTAMEN 1
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2007-01-15

DAG: Mandag 15 januari 2007 TID: 8.30-12.30 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94
Forfragningar: Ivar Gustafsson

Lésningar: Anslas vid sal MVF21

Resultat: Anslas vid sal MVF21 senast 29 januari

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poing

Bonus (hogst 10 poing) fran inldimningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjilpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa limpligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

Lat A = LLT vara en symmetrisk faktorisering av matrisen A.
a) Visa att nollrummen fér A och LT #r identiska. (3p)

b) Visa att virderummen f6r A och L &r identiska. (3p).

4 -4 =2
c) Bestiim en nedat triangulir matris L s att LL" = Ada A= | -4 5 4 |(3p)
-2 4 5

d) Bestém baser for viirderum och nollrum till matrisen A i c-uppgiften. Du far anviinda
resultaten i a- och b-uppgifterna om du vill. (3p)

Uppgift 2.
0 -1
. . . 4 2
a) Utfor forsta steget av en QR-faktorisering av matrisen 0 3 |- (4p)
3 4

b) Varfor dr det i manga fall bittre att anvinda QR-faktorisering vid 16sning av 6verbestdmt
linjért ekvationssystem #n att anvéinda normalekvationerna? (2p)

c) Beskriv hur det gar till att 16sa ett overbestdmt linjirt ekvationssystem med sin-
guldrvirdesfaktorisering (SVD). (3p)



Uppgift 3.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden

zi (t) = =3z (t) + z3(t) z1(0) =3
zh(t) = x21(t) — 222(t) + 23(t) 22(0) = —1 . (4p)
zh(t) = —x3(t) x3(0) =2

b) Visa att det blir problem med metoden om sista raden i ekvationssystemet &ndras till
75(t) = —2z3(1). (2p)

Uppgift 4.

Betrakta avbildningen F'(ag+ a1t + ast? +ast®) = (ag — a3) + (2a1 — ag)t + azt? + (az — a3
fran Pj till P3, diar P; dr rummet av polynom av grad < 3. Visaatt p; = 1, po =2—1t, p3 =
—2—t+t24+2t3, py =1 —t+12 ar bas i P; och bestiim matrisen for avbildningen i denna
bas. (6p)

Uppgift 5.

Betrakta Newtons metod for att 16sa ekvationen 2 — 422 + 2z +2 = 0. Vi s6ker den reella
roten mellan 1 och 2.

a) Gor en iteration med Newtons metod fran zy = 1 fér att bestimma en approximation
till roten. (2p)

b) Gor en iteration med sekantmetoden och startapproximationer o = 1, x; = 2 for att
bestdmma en approximation till roten. (2p)

c) Det visar sig att efter tva iterationer med Newtons metod enligt a-uppgiften &r felet
| 2® — 2* |~ 3.3-107%. Hur méanga ytterligare iterationer kan du forviintas behova gora
innan felet dr av storlek som enkel maskinprecision (eps). (3p)

Uppgift 6.

Genom de fyra punkterna (0,2), (1,-3), (2,-2) och (3,5) gar dels andragradskurvan p, =
322 — 8z + 2, dels fjirdegradskurvan py, = o — 62° + 1422 — 142 + 2.

a) Hur manga polynom av exakt grad 3, dvs polynom ag + a1z + as2? + azx® med az # 0,
gar det genom punkterna? (2p)

b) Bestdm en kvadratisk spline s genom punkterna med noder i (1,-3) och (2,-2) och som
uppfyller kravet s'(0) = —8. Ar splinen entydigt bestimd? (2p).

c¢) Bestdm en approximation till f03 p4(z)dz med trapetsformeln och steglingd h = 1. (2p)



Uppgift 7.

Det tryck som erfordras for att sinka ner tunga féremal i mjukt underlag kan bestimmas
genom experiment med lattare foremal. Speciellt géller att trycket p, som kravs for att en
cirkuldr platta med radie r ska sjunka ner ett avstand d i underlaget, kan approximeras
med ekvationen

p = kP + ksr

dir ki, ko och k3 #r konstanter som beror pa underlagets beskaffenhet och d, men inte
pa r. For att bestimma dessa konstanter kan man allsta méta trycken som kréivs for att
sdnka ner tre sma plattor med olika radier 1, r9 och r3 till samma djup d.

a) Skriv upp det icke-linjara ekvationssystem som ska losas. Ange en iterativ metod for
dess 16sning och kommentera vilket subproblem som ska l6sas i varje iteration och vilken
metod som anvénds for detta subproblem. (3p)

b) Om man gor fler &n tre prov av ovanstaende slag blir systemet Gverbestimt. Ange en
iterativ metod att 16sa detta problem i minsta-kvadrat-mening. Tala &ven om hur ingaende
subproblem ser ut och hur det limpligen 16ses. (4p)

Uppgift 8.

Betrakta begynnelsevirdesproblemet

y' = —=2y° +2ty*, y(0) =1,

a) Anta att du vill anvéinda Eulers bakatmetod och steglingd h = 0.1 for att bestimma
en approximation till ¥(0.1). Skriv upp den tredjegradsekvation som du far att l6sa. (3p)
b) Man behover inte 16sa tredjegradsekvation om man anvénder Eulers framatmetod som
prediktor och gor fixpunktsiteration i Eulers bakatmetod (korrektorn). Gor en fixpunkt-
siteration for att approximera y(0.1). (4p)
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la) z € Nul(L") = L"r =0= LL"z = 0= Az = 0 dvs z € Nul(A)
v € Nul(A) & Az =0& L(LT)2 =0 LTz € Nul(L) & LTz € Col(LT)*. Men enligt
definitionen giller att LTx € Col(LT) = LTz =0 < x € Nul(L").
b) b€ Col(A) & Az =b< LLTz =b=be Col(L).
be Col(l) & Ly =b. Lat y = y1 +y» med y; € Col(LT), y, € Nul(L). DA giller
Ly +y)=bs Lyy=bs LTz =b& Az =b& b e Col(A).

2 00
c) Genom enkel variant pa vanlig Gausselimination finner viatt L= | -2 1 0

-1 20
d) Virderummet till A #r lika med viirderummet f6r L och detta far vi fran c-uppgiften
direkt: Span{[2 —2 —1]", [0 1 2]"}. Nollrummet fér A lika med nollrummet for L™
och detta far vi genom att 16sa det homogena problemet LTz = 0, med lésning z =
s[—3/2 — 2 1]". Nollrummet &r alltsd Span{[—3/2 —2 1]"}.

3 0 3 )
2a) H=1-2uu", 0= 8 - é = _04 . Normaliserad blir v = 5—\1/5 _04
0 3] | 3| -3
-1 -1 [ 5 ] 4
ochvitarH| 2 | =] 2 |- 2(—25) 525 A Z | 72| och da blir allts
3 3 25210 3
4 4 | -3 1
5 4
0 -2
HA= 0 3
0 1

b) Konditionstalet blir mindre. Om residualen &r liten sa bestéms stérningsanalysen av
konditionstalet till A vid QR-faktorisering medan den bestims av konditionstalet till AT A
vid normalekvationerna.

c) Lat A = U, %, V' vara kompakt SVD-faktorisering av A. D& ges minsta-kvadrat-

16sningen till 6verbestiimda systemet Az = b, med minsta norm pa z, av z = V3, 'U{'b.



-3 0 1 1
3a) Problemet dr pa matrisform 3y’ = Ay, dir A = [ 1 =2 1 |. Egenvirden
0 0 -1
och egenvektorer berdknas. Egenvirdena &r A3 = —1 samt egenvirdena till matrisen
-3 0 ,
[ 1 _2},somar/\1:—3, Ao = —2.

Motsvarande egenvektorer fas genom l6sning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\iI)v; = 0 och blir: v; = (1,-1,0)T, v, = (0,1,0)T och v3 = (1, 3,2)7.
Losningsformeln &r sedan

1 0 1
z = creMtuy + oMy + ety =cre 3t | —1 | +ee”® | 1 | +czet| 3
0 0 2

Koeficienterna c;, ¢y och c3 bestdms fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet

1 01 C1 3
-1 1 3 co | = | —1 |, med l6sning ¢; =2, cg = -2, c3 =1.
0 0 2 c3 2
[ 1 0 1
Losningen blir alltsd o =23 | —1 | =22 | 1 | +et | 3
|0 0 2
-3 0 1
3b) Nu blir matrisen A = 1 -2 1 med egenvirden och egenvektorer enligt:
0 0 -2

A =-3, v1=(1,-1,07, X3=-2, vy3=1(0,1,0)". Egenvektorerna bildar ej bas s
metoden fungerar inte.

4) Overforingsmatrisen mellan den givna basen och standardbasen {1, ¢, #?, 3} ir Pg_¢ =
1 2 -2 1

-1 -1 -1 .. .. o .
0 , som dr reguljér ty egenvirdena &r 1, -1, 1 och 1, alltsa ar basen ok!

0 0 1 0
0 0 2 1
1 001
. \. _— .. -1 2 0 0
Matrisen for avbildningen blir i standardbasen M’ = 0 00 1
-1 0 01
Matrisen i den givna basen blirda M = P gM'Pp, ¢, dér Po g = Pgicz (med Gausse-
12 2 1 -2 -8 4 -4
limination) = 8 _01 i _01 . Matrismultiplikation ger M = (2) g _22 le
0 0 -2 1 -1 -2 0 -2



5a) f'(z) = 3z% — 8z + 2. Newtons metod ger: z; = 7o — 422 =1 + :=3

f'(zo)
5b) Sekantmetoden ger: o = 1 — % =2 :ggi =1

5c) Konvergensen #r kvadratisk ty enkelrot eftersom f'(z) #0, z € (1,2). Det kriavs da
tva iterationer ty (3.3-107%)% < eps.

6a) Inga, ty interpolationspolynomet av grad < 3 dr py och det dr entydigt bestimt.

6b) s = p, uppfyller alla kraven trivialt och #r da den efterfragade splinen. Ja, den &r

entydigt bestdmd eftersom ett randvillkor satisfierats.

6¢c) T(1) = [f(0)/2+ f(1)+ f(2) + f(3)/2] =[1 -3 -2+5/2] = =3

7 a) Los f(k) = 0, dir f; = p; — ke — kgry, @ = 1,2,3. Newtons metod blir:

EED = kO 4 g Jx®O)d®D = —f(kW), 1 = 1,2, ... Har ar J Jacobianmatrisen
| | |

J = | —ek2ri —rikief2ri —p; | . Ett linjirt ekvationssystem loses i varje iteration, ex-

empelvis n‘led Guass|e1iminati‘on.

b) Problemet kan formuleras:

mmk||f(k)||2, fz =Pp; — klekm - ]i'g?"i, 1= 1,2, .., M.

Hér kan Gauss-Newtons metod anvindas. Den ser ut som Newtons metod ovan men ett

overbestdmt ekvationssystem 16ses i varje iteration exempelvis med QR-faktorisering (eller

SVD).

8a) Eulers bakatmetod blir: y; = yo + 0.1(—2y3 + 0.2¢?) = 1 — 0.2y3 + 0.02y?

Tredjegradsekvationen kan skrivas: 0.2y3 — 0.02y2 + 3, — 1 = 0.

b) Eulers framatmetod: y§0) =1+0.1(-2+0)=0.8

Fixpunktsiteration: 3 =1+ 0.1(=2-0.8% + 0.2 - 0.8%) = 0.9104.
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