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DAG: Fredag 1 september 2006 TID: 8.30-12.30 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94
Forfragningar:  Ivar Gustafsson

Losningar: Anslas vid sal MVF21

Resultat: Anslas vid sal MVF21 senast 20 juni

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgrénser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poidng

Bonus (hogst 10 podng) fran inlamningsuppgifter far tillgodoréiknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Visa att Nul(A) = Col(AT)* for en matris A € R™*". (3p)

b) Lat A = UXVT vara en kompakt SVD-faktorisering av A € R™ " m > n, med
rang(A) = n. Visa att ortogonala projektionen av b € R™ pa Col(A) kan skrivas b = UUTb.
(4p).

Uppgift 2. Lat V = Span{t, sin’*t, cos’t} vara underrum i C'(R), med de angivna ele-
menten som standardbas B.

a) Visa att d&ven C = {1, ¢, sin’*t} &r bas i underrummet och bestim koordinaterna i
denna bas fér den vektor som i standardbasen har koordinaterna [2, 4, 1]7. (3p)

b) Betrakta avbildningen F(agt + aisin®t + azcos®t) = (ag + a1) + (ag — a1)t + azsin?t pa
underrummet. Bestdm matrisen for F' i den givna standardbasen. (3p)

c¢) Bestdm vinkeln mellan baselementen ¢; = 1 och ¢ = ¢ i rummet C[0, 1] med skalérpro-
dukt < u,v >= fol u(t)v(t) dt. (2p)

Uppgift 3. Lat P, = I —2ujul och P, = I —2uyul’, dér u; och uy dr ortonormala vektorer
i R™

a) Visa att Py och P, dr symmetriska och ortogonala matriser. (2p)

b) Bestdm alla egenvirden till produktmatrisen P = P, - P,. (3p)

c) Beskriv geometriskt transformationen z — Pz, x € R". (2p)



Uppgift 4. Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 6x3 + 473 + 623 + 4w 79 + 47973.
a) Bestam storsta och minsta véirde pa Q(z) da ||z|s = 1. Bestdm alla vektorer v med
|ull2 = 1 sadana att Q(u) blir maximal resp. minimal. (4p)

b) Lat u; vara vektor sa att ul u; = 6 och Q(u;) maximal. Bestim stérsta viirdet pa Q(r)
under villkoren ||z|l = 1 och z7u; = 0. (2p)

Uppgift 5. Betrakta Newtons metod for att 16sa ekvationen 22® — 522 +x — 1 = 0. Vi
soker den reella roten mellan 2 och 2.5.

a) Vilken konvergenshastighet har metoden for den aktuella roten? (2p)

b) Hur yttrar sig konvergenshastigheten i antal korrekta decimaler under iterationernas
gang? (2p)

c) Gor en iteration med Newtons metod fran zq = 2 for att bestimma en approximation
till roten. (2p)

Uppgift 6. Betrakta polynomet p, = 322 —4x + 1, som gar genom punkterna (-1,8), (0,1),
1,0) och (2,5).

a) Hur manga polynom av exakt grad 3, dvs polynom ag + a1 + asx? + azx® med agz # 0,
gar det genom punkterna? (2p)

b) Bestim en kvadratisk spline som gar genom punkterna. Ar splinen entydigt bestdmd?
(3p).

c) Bestdm en approximation till fi po(z)dz med trapetsformeln och steglingd h = 1.
(2p)

d) Anvénd dven steglingd h = 0.5 i trapetsformeln och bestdm en approximation till
integralen i c-uppgiften med Richardsonextrapolation. (3p)

Uppgift 7.

a) Definiera vad som menas med en tillaten riktning resp. en descentriktning for en sok-
metod vid optimering. (2p)

b) Definiera linjestkningsproblemet vid flerdimensionell optimering utan bivillkor. (2p)
c) Gor en iteration med Steepest Descent pa problemet att minimera z% + 223 — 3z — 24
da z € R? utgiende fran (1,1). Vilj optimal steglingd vid linjesdkningen. (4p)

Uppgift 8. Betrakta systemet
(

Yy =~y + Y2 — 2y3
Yy = —Yo + Y3
Y5 = Yo — ays
y1(0) =
y2(0) =

L yg(O) =0

a) Bestam for vilka a-vérden systemet ar stabilt. (3p)

b) Lat a = 2 och gor ett steg med Eulers bakatmetod och steglingd h = 0.5 fran
zo = 1[0, 0, 0]7. (3p)

c) For vilka stegldngder ar Eulers framatmetod stabil da a = 17 (2p)
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la) z € Nul(A) & Az = 0 dvs x &r ortogonal mot alla rader i A dvs x &r ortogonal mot
alla kolonner i AT dvs z € Col(AT)*.

1b) Enligt normalekvationerna ér b = A(ATA)"'ATh. Nu giller fran SVD att ATA =
VETUTURVT = VETSVT = VYT och (ATA)™' = VE?VT. Detta ger A(ATA)TAT =
USVIVE2VIVSTUT = UUT. Alltsa dr b= UUTD.

010
2a) Det giller att ¢; = 1 = sin’t + cos*t. Overforingsmatrisen blir Pg_c = | 1 0 1
1 00

som &r reguljér, alltsa ar basen ok!

010 « 2 @ 1
Koordinaterna ges av ekvationssystemet | 1 0 1 Bl=14|le|p|=1|2
1 00 ¥ 1 y 3
2b) F(t) = 1 = sin’t + cos®t = by + b3, F(sin’*t) =1—1t = sin®t + cos*t —t = —by + by +
0 -1 1
b3, F(cos®t) =t + sin*t = by + by och matrisen blir | 1 1 1
1 1 0

Jo t dt _
VI Vao/ gy an
3a) Pl =1 — Quuul)? = I — 2uju? = Py, alltsa symmetrisk, pss for Ps.

PEP = (I —2upu?)(I —2uyul) = I —2ugu? — 2ugul +4ujul wpud = Tty wluy = 1. Alltsa
ar P ortogonal och pss visas for Ps.

3b) P = (I —2uul)(I —2ugul) = I — 2uyu? — 2ugud + duyut ugul = T — 2uyul — 2uqud
ty uluy = 0. Tag nu {uj}?zl som ON-bas. Da géller Puy = —uy, Puy = —us, Puj =
uj, j > 3. Vi har alltsa tva egenvérden -1 och n — 2 egenvérden 1.

3c) Forst spegling i plan genom origo som &r ortogonalt mot wus, sedan spegling i plan
genom origo som &ar ortogonalt mot u;.

2¢) cosa = \/75, dvs o = Z.

6



4a) Egenvirden och egenvektorer bestdms. Karakteristiska ekvationen

6
(6 — N)[(4 — A\)(6 — A) — 8] har losningarna A = | 2 | med motsvarande egenvektorer
8
1 —1 1
-2 |, 0 1, 1 | . Enligt sats i Lay géller 2 < gﬁ) < 8, dér 6vre grénsen antas
1 1 1
1 1
for x = i\/ig 1 | och undre grénsen antas for x = i\/ig —2

4b) Enligt sats i Lay blir max% under givna villkor det nést storsta egenvérdet dvs 6
-1

och antas for motsvarande egenvektor, normerad, dvs for x = i\% 0
1

5a) f'(z) = 622 — 10x + 1 med f'(x) > 0 for 2 < x < 2.5. Roten #r alltsa en enkelrot och
konvergensen ar kvadratisk.

5b) Antalet korrekta decimaler fordubblas vid varje iteration.

5¢) 2o = 2, xlzxo—%ZQ——g:zG.

6a) Inga, ty interpolationspolynomet av grad < 3 &r p, och det ar entydigt bestamt.

6b) s = po ty alla villkor &r da uppfyllda. Det ar inte entydigt eftersom ett extravillkor
kan stéllas vid kvadratisk spline.

6¢c) T'(1) = %[pQ(—l) + 2p2(0) 4 2pa(1) + p2(2)] = %[8 +2+0+5]=175

6d) T(3) = 1[8+75+2—054 0+ 35+ 5] = 6.375. Richardsonextrapolation ger

R(3) = 6.375 — L0810 — 6,

Ta) d ar tillaten riktning i x om z + ad &r tillaten for 0 < a < §y, dér dp > 0.

d &r en descentriktning for f i punkten z om f(z + ad) < f(x) for 0 < a < 6y, dér §; > 0.
7b) Linjesokningsproblemet for minimering av f definieras for vald sokriktning d i punkten
x som: ming f(x + ad).

Tc) H = {0 4 }, Vf= [4:62_3 } Iterationen blir 1 = z¢ + agdy

. 1 —1 Z0)- _
dar zg = [ 1 1 , do = =V f(xg) = [ 1 } och ap = ——VJO(.I%;‘O — _?2 = %

1 -1 1
Dettager:ﬁl:[l}—k%l_l}Zg[l}.



-1 1 =2

8a) Vi har systemet ¢y = Ay dir A = 0 —1 1 |. A har egenvérdena -1 och
0 1 —a
egenvérdena till matrisen _1 —1a som Aar —“2“—“ + —\/‘lQET% Dessa ar icke-positiva om
a’ —2a+5 < (1+a)? och det giller om a > 1 som alltsa dr stabilitetsvillkoret.
0
b) 11 = yo + hAy; med yo = y(z9) = | 1 |.Vi far ett ekvationssystem (I — %A)yl = Yo
0
3 -1 2 0 4
dvs | 0 3 —1 |y = 2 | med l6sning y; = 3—13 24
0 -1 4 0 6

8c) Egenvérdena &r -1, 0 och -2. Stabilitetsvillkoret for Eulers framatmetod (och reella
egenvirden) ar hA > —2 for alla egenviarden \. Hér stiller A = —2 storst krav och det blir
—2h > —2dvs h < 1.
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