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LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Visa att om U é&r en ortogonal matris sa géller ||Uzx|s = ||z||2 for alla 2 € R™. (2p)
b) Visa att om ||Uzx||s = ||z]|2 for alla z € R™ sa &r U ortogonal. (4p)

Uppgift 2. Betrakta avbildningen F'(ag + a1t + ast?) = (2a; — 2az) + (2ag + 3az)t + 3ast?
fran P, till P, dar P, dr méngden av polynom av grad < 2.

a) Visa att p; = 1, po = 1 —2t, p3 =t —t &ir bas i P, och bestéim matrisen fér F' i denna
bas. (4p)

b) Bestdm alla egenviirden med tillhérande egenvektorer for avbildningen F. (2p)

c) Ortogonalisera basen i a-uppgiften med Gram-Schmidts process pa C]0,1] med stan-
dardskalérprodukten < u,v >= fol u(t)v(t) dt. (3p)

Uppgift 3.
4 -2 —6

a) Bestdm baser for varderum och nollrum till matrisen A= | =2 2 4 |. (3p)
-6 4 10

b) Bestam en Cholesky-faktorisering av A (i a-uppgiften), dvs bestdm en nedat triangulér
matris L sadan att LLT = A. (3p)

c) Bevisa generellt att R i en QR-faktorisering av en matris A fir Choleskyfaktorn L i en
Cholesky-faktorisering (definierad i b-uppgiften) av matrisen A7 A. (3p)



Uppgift 4.

a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden: (4p)
ZL’I/(t) = —2I1(t) + Ig(t), Il(O) =2
l‘gl(t) = l’l(t) — 2[E2(t) + 23'3(15), ZEQ(O) =1
.T3/<t) = —21173(75), 173(0) =1

b) Visa att problemet ar stabilt. (1p)

c) Gor ett steg med trapetsmetoden och steglingd h =1 fran x(0). (3p)

d) Ar trapetsmetoden stabil for problemet och steglingden i c-uppgiften? (1p)

Uppgift 5.

a) Definiera framat- och bakatfelet vid en approximation f av en funktion f. (2p)

b) Undersok med bakatfelanalys om algoritmen y = x? #r stabil i ett IEEE flyttalssystem.
Ta hénsyn till att « maste lagras i flyttalssystemet som & = fl(x). (4p)

Uppgift 6. Betrakta funktionen f(z) = 22® — 52% + x — 1.

a) Gor en iteration med sekantmetoden och start i zgp = 2, z; = 3 for att bestimma en
approximation till en rot till f(z) =0. (2p)

b) Bestdm en approximation till f03 f(z) dx med trapetsformeln och steglingd h = 1. (2p)
c) Bestam en kvadratisk spline s(x) med noder i = 1 och z = 2, som interpolerar f(z) i
punkterna x =0, =1, x = 2 och = 3 och som uppfyller villkoret s'(0) = f/(0). (4p)

Uppgift 7. Vid studiet av en viss larv dr man intresserad av sambandet mellan larvens
vikt W och dess syrekonsumtion R. Av biologiska skél géller sambandet R = bWW* och
man Onskar bestdmma parametrarna a och b genom att anpassa till uppmétta data

(R;, W), i=1,

a) Linjdrisera modellen och ange hur linjar minsta-kvadrat anpassning kan anvéndas. Skriv
upp ekvationssystemet som man far att 16sa. (3p)

b) Behall den ursprungliga modellen och anvénd icke-linjér minsta-kvadrat anpassning.
Ange residual och Jakobian, med explicit angivande av ingaende derivator. Sétt upp Gauss-
Newtons metod for 16sning av problemet. Hur kan man fa lamplig startapproximation?

(4p)
Uppgift 8. For studium av mekaniska pafrestningar pa ryggraden hos méanniskor anvéinds
foljande differentialekvationsmodell, dér p, ¢ och v ar givna parametrar

y' =p*(y+a)(05(y) —1), 0<z<L
()= y'(0)=v

= @MU+MH)

a) For over problemet till ett system av forsta ordningens ekvationer. (2p)

b) Om a-virdet vore kint fran borjan vore det inga problem att 16sa systemet. Helt analogt
med inskjutningsmetoden kan man formulera en ekvation vars 16sning ger korrekt a-vérde
och darmed losningen. Ange denna ekvation och formulera en ldmplig metod att 16sa den.

(4p)
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1a) |Uz|% = (Uz)T (Ux) = 2TUTUz = 272 = ||z||3.

b) Lat U = [uy wuy ... u,J ochviljzx =¢ =1[0 ... 0 1 0 .. 0]T. Da giller
(Ux)T(Uz) = wlu; = ||z]|3 = 1. Viljnuy = e; +¢;, ¢ # j. Da giller (Uy)"(Uy) =
(uituy) " (wituy) = uf witu] uj42u] v = 24+2ufu; = [|lyl|5 = 2, vilket ger u/u; =0, i # j.

Alltsa ar kolonnerna i U ortonormala, v.s.v.

2a) Standardbasen for P, ir B = {1, ¢, t*}. Den nya basen éir C' = {1, 1—2t, t* —t} och

1 1 0
dess koordinater i standardbasen ger transformationsmatrisen Pg. ¢ = | 0 —2 —1 |,
0 0 1

som &r reguljar och dédrmed &r basen korrekt. Avbildningen pa baselementen i C' ger F'(1) =
2 =p1—po, F(1-2t) = —4+2t = —3p; —po, F(t*—t) = —4+3t+3t*> = —p; — 3p> + 3ps.

1 -3 -1
Matrisen for avbildningen ar da M = | —1 -1 -3

0o 0 3
b) Egenvérdena till matrisen M i a-uppgiften &r A; = 3 och egenvirdena till matrisen
l _11 :? , som ar Ay = 2, A\3 = —2. Motsvarande egenvektorer till matrisen &r v; =
1 =1 1% vy =[1107%, v =[3 —10]7. Egenvektorerna (egenfunktionerna) till

avbildningen blir da p; — ps +ps =t + 12, p1 + pa = 2 — 2t och 3p; — py = 2 + 2t.
c) Man kontrollerar ldtt att p; och ps &r ortogonala. Vi ortogonaliserar p3 genom Gram-

: A — <p3,p1> <p3p2>, —1/6 0 _ 42 1
Schmidts process: p3 = p3 — ﬁ’;ﬁ'; p1 — ﬁ’;;""‘; p2=p3— ——(1) — b2 =t —t+5.
2 00
3b) Genom enkel variant pa vanlig Gausselimination finner vi att L= | =1 1 0
-3 10

a) Virderummet till A &r lika med véirderummet for L och detta far vi fran a-uppgiften
direkt: Span{[2 —1 —3]%, [0 1 1]7}. Pa liknande sitt &r nollrummet for A lika med
nollrummet for LT och detta far vi genom att 16sa det homogena problemet L7z = 0, med
16sning z = s[1 — 1 1]7 = Span{[1 —1 1]7}.

C)AzQ{g] = [ Q2]{]§]. DettagerATA:[RTO][gg][Ql QQ]“?] —

RTQTQ,R = RTR. R #r uppat triangulir och fungerar alltsa som Cholesky-faktor till
AT A vsv



-2 1 0

4a) Problemet &r pa matrisform ¢y = Ay, dir A = 1 -2 1 |. Egenvirden
0 0 =2
och egenvektorer berdknas. Egenvéirdena &r A\; = —2 samt egenvirdena till matrisen
-2 1 .
l 1 _9 :|,SOII16LI‘)\2:—1, A3 = —3.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — XiI)v; = 0 och blir: v; = (—1,0,1), v, = (1,1,0)T och v3 = (—1,1,0)7.
Losningsformeln &r sedan

—1 1 —1
= cre™Mtuy + cpe™tuy + cseMtug = crem?t 0| 4+ece | 1| +ce®| 1
1 0 0

Koefficienterna c;, ¢y och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
1 -1 -1 Co 2

1 1 0 cs | = | 1 |, medlésning co =2, c3=—1, ¢ = 1.
0 0 1 C1 1
1 -1 -1
Losningen blir alltsd o =2et | 1 | —e3 | 1 | +e 2| 1
0 0 0

4b) Problemet &r stabilt eftersom alla egenvirdena har realdel < 0.

4c) Trapetsmetoden fran z(0) = yo = [2 1 1]7, ger y; = (0 + h) = x(1) enligt:
Y1 = yo + 2[Ayo + A1) som ger ekvationssystemet

2 —0.5 0
[1-0.5A]y1 = yo+0.5Ay = [0.5 1.5 0], dér systemmatrisen /—0.5A = | —0.5 2  —0.5
0 0 2

Ekvationslosningen ger y; = 1=[7 13 0]7, som ér den efterfragade approximationen.

4d) Problemet &r stabilt enligt b-uppgiften och trapetsmetoden &ar A-stabil. Alltsa dr den
stabil oavsett steglingd.

5a) Framatfelet i en punkt = &r f(z) — f(z).

~

Bakatfelet i en punkt z éir & —x = f~1(f(2)) — =

5b) = fl(z) =x(1 +¢€1), |e| < p, dér p dr maskintalet.

fl(z?) =22 (1 + &) = 22(1 4+ €1)*)(1 + €2) = 72, |ea| < p, déir

Z=2(1+e)(1+6)2 =a(1+e)(1+056+ 0(2) =z + 7 4 0.5e2 + O(p?), som ger
foljande relativa bakatfel, =2 < 1+ 0.5 + O(p?) = 1.5u+ O(p?).

Efterson bakatfelet &r litet (storleksordning ) sa ar algoritmen stabil.



f(z1)(z1—z0)

6a) Sekantmetoden ger: xo = 11 — T o) = 3— il 3l

6b) Trapetsformeln med steg h = 1 ger 1113 — 14°
T(1) = 3[£(0) + 2f(1) +2f(2) + f(3)] = [~1— 6~ 6+ 11] = —1

6¢) Ansitt sy = —1 +ar +bz?, 0 <z <1 med §'(z) =a+ 20z

Villkoret s7(0) = f/(0) =1 ger a = 1.

Villkoret s1(1) = f(1) = =3 ger b = —3 och 51 = —1 + 2 — 32 med s;(1) =1 — 6 = —5.

For niista intervall ansétt so = —3+c(z—1)+d(z—1)?, 1 <z < 2, med sh(x) = c+2d(z—1).
Villkoret s5(1) = s{(1) = =5 ger ¢ = —5.

Villkoret s5(2) = f(2) = —3 ger d = 5, och s, = =3 — 5(x — 1) + 5(z — 1),

med s5(2) = -5+ 10 = 5.

For sista intervallet ansitter vi s3 = =3+ e(z — 2) + f(z —2)?, 2 <2 <3,

med s5(z) = e+ 2f(x — 2). Villkoret s4(2) = s5(2) =5 ger e = 5.

Villkoret s3(3) = f(3) = 11 ger f =9 och s3 = =3 + 5(x — 2) + 9(x — 2)? och hela splinen
ar bestamd.

7 a) R; = bW2. Linjérisering: In(R;) = b+ a In(W;), med b = in(b)

Overbestéamt linjért ekvationssystem: in(W2) 1 { Z } = (1)
In(Wp) 1 In(R,)

Aterfransformera b = €.
—b In(Wy)Wg —W¢

b) Residualer f; = R;—bW2, F = [f fo ... fu]?. Jakobian J = —b In(Wp)Wy  —Wj

—b In(W)We —We

Gauss-Newton: | * =9 + d , déar d ar 16sning till 6verbestamt linjart
b . b do ds
+1 k k k
ekvationssystem: Jk Zlil :| = —Fk, dar Jk = J(ak., bk), Fk = F(ak., bk)
2 g

Starta med losningen fran linjériserat problem enligt a-uppgiften.

Y1 = Z/g )

J— —

8a) Systemet skrivs om som (BVP): { 2 7 (1 +)(05y; — 1)

y1(0) =0

y2(0) = v

b) Inskjutning pa a innebér att 16sa ekvationen
g(a) =0 dér g(a) = a+ qy2(L, a) + y1 (L, a).
Sekantmetoden pa denna ekvation blir:

_ . _ glax)(ag—ag_1) _
Agi+1 = Ak 9(ar)—g(ar_1) ’ k= 1, 2,

Varje nytt g(ax) kraver att (BVP) loses, dvs detta gors en gang per iteration i sekantmeto-
den.
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